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1 Beschranktes Wachstum Aufgaben

Nehmen wir an, es existiert eine feste obere Grenze G fiir die Grole der Population (eines
Individuums, eines Gewebes), und der Zuwachs Ay ist proportional zur Differenz von Grenze G
und Bestand f(x) und proportional zur Zeit.

Ay = k- (G- f(x)) Ax

Ay
A, R (G — f(z))

fx) = k- (G = f(x))

Darin ist k eine positive Konstante, die festlegt, wie schnell f(z) gegen G

strebt.
NY
Die allgemeine Losung der DGL lautet:
flx) =G —ae*= G
Der Anfangsbestand ist dann G — a. J
G —a
1 g

1. Ein Wachstumsprozess wird durch die Funktion f(z) =4 — 3¢ %%%  x in min, beschrieben.

a) Berechne den Anfangsbestand und den Bestand nach 2 Stunden.
b) Wie lange dauert es, bis 90 % des Endbestandes erreicht sind?

¢) Zu welcher Zeit betragt der Zuwachs in der néchsten Minute 1%?7
Gesucht sind 2 Losungswege, einer mit der Ableitung.

2. Im Mittel ergeben sich beim Wachstum von Forellen folgende Werte:

Lebenszeit in Monaten‘ 4 ‘ 8 ‘

Léange (in cm) ‘11,2 ‘ 17,0 ‘

a) Ermittle a und k der Funktion f(z) = a — ae "%, die das Wachstum beschreibt.
b) Wie grofl sind die Fische im Mittel nach einem Jahr?

¢) Welche durchschnittliche Lange hat eine ausgewachsene Forelle?
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t Beschranktes Wachstum Losungen

1.a) f(0)=1, f(120) = 3,728

b) G = lim f(z)=14

T—00
4-3e0020_36 —  z=100,75 (min)
c) 1. Losungsweg (exakt)
f(z)
1) — ST
fa+1) - f@) = L
(—3e7%02 4+ 340,03) - 70022 = 0,04
— oz = 4021

2. Losungsweg  (gendhert)
f ()

/ —
—3.(=0,02) - 0020 = 0,01 (4 — 30027
= x = 40,55

2. a) 11,2 = a-(1—e*)

17 = a-(1—e"8)

11,2 1—e ™
17 1—ek8
" 11,2
mi C =
17
c—ce k8 = 1 ek

mit r=e¢ % —

1 —1
2 — g © = 0
c c

21 =1,  x9=0,5179

— k = 0,1645

11,2 = a-(1—eFY)
— ¢ = 2323
b) f(12) =20,0
¢) G=lim f(z) =a=2323

T—00
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1 Medikament-Aufgabe

Von einem Medikament wird einem Patienten eine Dosis von 200 mg intravents verabreicht. Danach
wird das Medikament im Korper abgebaut und iiber die Nieren ausgeschieden. Gibt f(¢) die zum
Zeitpunkt t noch vorhandene Menge des Medikaments im Blut an, so gilt fiir die Funktion f néhe-
rungsweise die Differenzialgleichung f’(t) = —k - f(t) (k > 0) (f(¢) in Milligramm, ¢ in Stunden seit
der Verabreichung).

a) Bestimmen Sie eine Funktionsgleichung von f, die eine Losung der Differenzialgleichung ist, wenn
die Menge des Medikaments im Blut pro Stunde um 6 % abnimmt!

b) Nach welcher Zeit sind 90% des Medikaments abgebaut?

¢) 5 Stunden nach der Verabreichung erhélt der Patient auf die gleiche Art noch einmal 200 mg
des Medikaments. Wie viel Milligramm des Medikaments sind nach weiteren 10 Stunden noch im
Korper?

Von dem gleichen Medikament nimmt ein anderer Patient 500 mg oral auf. Das Medikament gelangt
jetzt zunédchst in den Magen-Darm-Trakt und wird von dort ins Blut abgegeben. Vereinfacht gilt fiir
die Anderungsrate der im Blut vorhandenen Menge des Medikaments in diesem Fall:

g'(t) = —0,06 - g(t) +40- e %% (g(¢) in Milligramm, ¢ in Stunden seit der Einnahme).

d) Zeigen Sie, dass die Funktion g(t) = 2000 (=% — ¢=0.98%) ¢ine Losung der DGL ist, zeichnen
Sie den Graphen von g und interpretieren Sie ihn kurz!

e) Nach welcher Zeit befindet sich die grofite Menge des Medikaments im Blut? Wie grof ist sie
dann?

f) Damit das Medikament wirkt, miissen mindestens 80 mg im Blut vorhanden sein. Wann beginnt
es zu wirken und wie lange dauert die Wirkung an?



1 Medikament-Aufgabe Losungshinweise

Von einem Medikament wird einem Patienten eine Dosis von 200 mg intravenos verabreicht. Danach
wird das Medikament im Korper abgebaut und iiber die Nieren ausgeschieden. Gibt f(¢) die zum
Zeitpunkt t noch vorhandene Menge des Medikaments im Blut an, so gilt fiir die Funktion f néhe-
rungsweise die Differenzialgleichung f’(t) = —k - f(¢) (k > 0) (f(¢) in Milligramm, ¢ in Stunden seit
der Verabreichung).

a) Bestimmen Sie eine Funktionsgleichung von f, die eine Losung der Differenzialgleichung ist, wenn
die Menge des Medikaments im Blut pro Stunde um 6 % abnimmt!

a-e*1'=094.-a = k=0,06

f(t) =200 . e 0061

b) Nach welcher Zeit sind 90 % des Medikaments abgebaut? f(t)=01-a = t=384

¢) 5 Stunden nach der Verabreichung erhélt der Patient auf die gleiche Art noch einmal 200 mg
des Medikaments. Wie viel Milligramm des Medikaments sind nach weiteren 10 Stunden noch im
Korper? 191 (mg)

Von dem gleichen Medikament nimmt ein anderer Patient 500 mg oral auf. Das Medikament gelangt
jetzt zunédchst in den Magen-Darm-Trakt und wird von dort ins Blut abgegeben. Vereinfacht gilt fiir
die Anderungsrate der im Blut vorhandenen Menge des Medikaments in diesem Fall:

g (t) =—0,06-g(t) +40-e %% (g(¢t) in Milligramm, ¢ in Stunden seit der Einnahme).

d) Zeigen Sie, dass die Funktion g(t) = 2000 (e~ — 70081} eine Losung der DGL ist, zeichnen
Sie den Graphen von g und interpretieren Sie ihn kurz!

A g(t)
200 -

100~
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Die oral aufgenommene Medikamentenmenge wird verzdgert ins Blut aufgenommen
und erreicht nach einer gewissen Zeit ein Maximum.
Die anschlielende Abnahme erfolgt deutlich langsamer als die Zunahme.

e) Nach welcher Zeit befindet sich die grofite Menge des Medikaments im Blut? Wie grof ist sie
dann? GTR t=144 211 (mg)

f) Damit das Medikament wirkt, miissen mindestens 80 mg im Blut vorhanden sein. Wann beginnt
es zu wirken und wie lange dauert die Wirkung an?

g(t)
200 -

100~

Schnittstellen mit GTR
tl = 2,4 und t2 = 44,9
Die Wirkungsdauer betrégt 42,5 Stunden. 10 20 30 40 50 60 t




1 Wasserbecken-Aufgabe

In einem Wasserbecken, das sowohl eine Zufluss- als auch eine Abflussmoglichkeit besitzt, befinden
sich zu einem bestimmten Zeitpunkt 100 m? Wasser. Ab diesem Zeitpunkt dndert sich das Was-
servolumen im Becken, wobei die Anderungsrate des Volumens durch v(t) = —0,49¢-%%7 (¢ > 0)
beschrieben wird. (¢ in Stunden, v(¢) in m? pro Stunde).

Nimmt die Wassermenge im Becken zu oder ab? Bestimmen Sie einen Funktionsterm V (¢) fir
das Wasservolumen! Mit welchem Wasservolumen im Becken ist langfristig zu rechnen?

V (t) erfiillt eine Differenzialgleichung der Form V’(t) = 0,007 - (a — V(t)). Bestétigen Sie dies!

Begriinden Sie mithilfe dieser Differenzialgleichung, dass die Verdnderung auf einen konstanten
Zufluss und einen vom Bestand zeitabhéngigen Abfluss zuriickgefiithrt werden kann!

Wie grofl miisste dieser konstante Zufluss sein, damit sich im Becken langfristig ein Wasservolu-
men von 50 m? einstellt, wenn V(¢) eine Differenzialgleichung der angegeben Form erfiillt?

7Zu Beobachtungszwecken sind nun 10 m?® Wasser im Becken. Uber Ventile kénnen der Zufluss und

der Abfluss geregelt werden. Néherungsweise konnen die Zuflussrate durch die Funktion Z(t)

_ 3
AN

und die Abflussrate durch die Funktion A(f) = 2e™* + 1 beschrieben werden (¢ in Stunden seit
Beobachtungsbeginn, A(t) und Z(¢) in m? pro Stunde).

Skizzieren Sie die Graphen von Z(t) und A(¢) in einem Koordinatensystem und beschreiben Sie
anhand der Graphen die Entwicklung des Wasservolumens im Becken.

Berechnen Sie das grofite auftretende Wasservolumen!

Sinkt das Wasservolumen im Becken unter 10 m?3, so werden Zu- und Ablauf des Wassers sofort
unterbrochen. Wann ist dies der Fall?



1 Wasserb ecken—Aufgabe Losungshinweise

In einem Wasserbecken, das sowohl eine Zufluss- als auch eine Abflussmoglichkeit besitzt, befinden
sich zu einem bestimmten Zeitpunkt 100 m? Wasser. Ab diesem Zeitpunkt dndert sich das Was-
servolumen im Becken, wobei die Anderungsrate des Volumens durch v(t) = —0,49¢-%%7 (¢ > 0)
beschrieben wird. (¢ in Stunden, v(¢) in m? pro Stunde).

a) Nimmt die Wassermenge im Becken zu oder ab? Bestimmen Sie einen Funktionsterm V (¢) fiir
das Wasservolumen! Mit welchem Wasservolumen im Becken ist langfristig zu rechnen?
v(t) < 0, daher Abnahme

t
0,49 _ t _ .
V(t) = 100 + A ’U("I,') dx = 100 + [me 0,007:)3]0: 30470 e 0,0071‘/’ 30

b) V(t) erfiillt eine Differenzialgleichung der Form V’(t) = 0,007 - (a — V(¢)). Bestétigen Sie dies!
a =30

¢) Begriinden Sie mithilfe dieser Differenzialgleichung, dass die Verédnderung auf einen konstanten
Zufluss und einen vom Bestand zeitabhéngigen Abfluss zuriickgefiithrt werden kann!

V/(t) = 0,007 - (30 — V(t)) = 0,21 — 0,007 - V()
-~ —

Zufluss  Abfluss

d) Wie grofl miisste dieser konstante Zufluss sein, damit sich im Becken langfristig ein Wasservolu-
men von 50 m? einstellt, wenn V() eine Differenzialgleichung der angegeben Form erfiillt?

V'(t) = 0,007 - (50 — V(t)) = 0,35 — 0,007 - V'(£), 0,35 (m?)

7Zu Beobachtungszwecken sind nun 10 m?® Wasser im Becken. Uber Ventile kénnen der Zufluss und

der Abfluss geregelt werden. Néherungsweise konnen die Zuflussrate durch die Funktion Z(t) = t—l—il

und die Abflussrate durch die Funktion A(f) = 2e™* + 1 beschrieben werden (¢ in Stunden seit
Beobachtungsbeginn, A(t) und Z(¢) in m? pro Stunde).

e) Skizzieren Sie die Graphen von Z(t) und A(t) in einem Koordinatensystem und beschreiben Sie
anhand der Graphen die Entwicklung des Wasservolumens im Becken.

Zunéchst ist die Zuflussrate grofler als die Abflussrate.

Die Graphen schneiden sich an der Stelle ¢t = 3,8 (GTR).

Danach nimmt das Wasservolumen wieder ab.

Langfristig wiirde sich das Becken vollstandig leeren,

da die Zuflussrate gegen null und die Abflussrate gegen 1 m? pro Stunde strebt.

f) Berechnen Sie das grofite auftretende Wasservolumen! 3.8
Vi = 10 4+ / (Z(t) = A(t)) dz = 12,1 (m?) (GTR)
0

g) Sinkt das Wasservolumen im Becken unter 10 m?, so werden Zu- und Ablauf des Wassers sofort
unterbrochen. Wann ist dies der Fall? T
10 +/ (Z(t) = A(t)) de =10 = T =998 (GTR)
0

2 Funktion von T grafisch darstellen und Nullstelle bestimmen.




1 Beschranktes Wachstum  Regressionskurve

Um zu den Daten

xH5‘10‘20‘30‘
| 12

y [ 129167193 195

eine Regressionskurve des beschriinkten Wachstums f(v) = G —a-e* (<= G — f(z) =a-e7)
zu ermitteln, gehen wir zu den Werten G' — f(x) iiber und nihern sie exponentiell durch a - e=**
an. Hierzu ist der Grafik ein Naherungswert fiir die Sattigungsgrenze G zu entnehmen.

A Y

20

151

10

154

101

Der GTR liefert: G — f(z) = 13,9 - 0,866
= f(z) =20-13,9-0,866" oder f(z)=20—13,9-¢ %1

T © Roolfs
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1 Fliissigkeitsmenge Baden-Wiirttemberg 2008

Ein Behalter hat ein Fassungsvermdgen von 1200 Liter. Die enthaltene Fliissigkeitsmenge
zum Zeitpunkt ¢ wird durch die Funktion

F(t) = 1000 — 800 - e=001 ¢ > 0
beschrieben (¢ in Minuten, f(¢) in Liter).

a) Zu welchem Zeitpunkt ist der Behélter zur Hélfte gefiillt?
Zeigen Sie, dass die Fliissigkeitsmenge im Behélter stets zunimmt.
Bestimmen Sie die mittlere Fliissigkeitsmenge wéahrend der ersten Stunde.
Aus Sicherheitsgriinden darf die Fliissigkeitsmenge hochstens 85% des
Fassungsvermogens betragen. Wird diese Vorschrift zu jeder Zeit eingehalten?
Begriinden Sie Thre Antwort.

b) In einem anderen Behélter mit einem Zufluss und einem Abfluss befinden sich zu Beginn

ebenfalls 200 Liter Fliissigkeit. Einerseits flieSen pro Minute 10 Liter zu, andererseits
betragt die momentane Abflussrate 1% des jeweiligen Inhalts pro Minute.

Dieser Vorgang wird durch die Differenzialgleichung B’(t) = a — b - B(t) beschrieben.
Geben Sie a und b an.

Zeigen Sie, dass f eine Losung dieser Differenzialgleichung ist.

¢) Der Vorgang in b) wird nun so gedndert, dass pro Minute 12 Liter zuflieBen und die
momentane Abflussrate 2% des Inhalts pro Minute betrigt. Die anfingliche
Fliissigkeitsmenge ist wiederum 200 Liter.
Ermitteln Sie einen Funktionsterm, der diesen Vorgang beschreibt.
Welche Fliissigkeitsmenge ist nach einer Stunde aus diesem Behélter abgeflossen?



1 Fliissigkeitsmenge Baden-Wiirttemberg 2008

Ein Behalter hat ein Fassungsvermdgen von 1200 Liter. Die enthaltene Fliissigkeitsmenge
zum Zeitpunkt ¢ wird durch die Funktion

F(t) = 1000 — 800 - e 01 ¢ >0

beschrieben (¢ in Minuten, f(¢) in Liter).

a)

Zu welchem Zeitpunkt ist der Behélter zur Hélfte gefiillt? t =69,3
Zeigen Sie, dass die Fliissigkeitsmenge im Behélter stets zunimmt. f'(t) >0
Bestimmen Sie die mittlere Fliissigkeitsmenge wahrend der ersten Stunde. 398,4 Liter

Aus Sicherheitsgriinden darf die Fliissigkeitsmenge hochstens 85% des
Fassungsvermogens betragen. Wird diese Vorschrift zu jeder Zeit eingehalten?
Begriinden Sie Thre Antwort. f(t) <1000 < 1020

In einem anderen Behélter mit einem Zufluss und einem Abfluss befinden sich zu Beginn

ebenfalls 200 Liter Fliissigkeit. Einerseits flielen pro Minute 10 Liter zu, andererseits

betragt die momentane Abflussrate 1% des jeweiligen Inhalts pro Minute.

Dieser Vorgang wird durch die Differenzialgleichung B'(t) = a — b - B(t) beschrieben.

Geben Sie a und b an. B'(t) =10 — 0,01 - B(t)
genauer: e ? =1 — 1%0, siehe Zu- und Abfluss, jedoch gilt: —1n(0,99) = 0,010050

Zeigen Sie, dass f eine Losung dieser Differenzialgleichung ist. f ist in die DGL einzusetzen.

Der Vorgang in b) wird nun so geéndert, dass pro Minute 12 Liter zuflielen und die
momentane Abflussrate 2% des Inhalts pro Minute betrigt. Die anfangliche
Fliissigkeitsmenge ist wiederum 200 Liter.

Ermitteln Sie einen Funktionsterm, der diesen Vorgang beschreibt. BI(t) = 12— 0,02 B(t)

beachte: fiir G gilt: Zufluss = Abfluss, 0,02-G =12, B’(t) = 0,02 (600 — B(t))
B(t) = 600 — 400 - ¢~ .02

Welche Fliissigkeitsmenge ist nach einer Stunde aus diesem Behélter abgeflossen?
B(60) = 479,5 Liter
200 + 60 - 12 — 479,5 = 440,5 (Liter)

600
500
400 -
300

200 -

100 A Die Grafik dient dem Verstiandnis.
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1 Fieberkurve Baden-Wiirttemberg 2009

Die normale Kérpertemperatur eines gesunden Menschen liegt bei 36,5°C.
Die Funktion

f(t) =365+t e Ol

beschreibt modellhaft den Verlauf einer Fieberkurve bei einem Erkrankten.
Dabei ist ¢t > 0 die Zeit in Stunden nach Ausbruch der Krankheit und f(t)
die Korpertemperatur in °C'.

a)

Wann innerhalb der ersten 48 Stunden ist die Temperatur am hochsten?

Geben Sie diese Temperatur an.

Skizzieren Sie die Fieberkurve innerhalb der ersten 48 Stunden in einem geeigneten
Ausschnitt eines Koordinatensystems.

Zu welchen beiden Zeitpunkten innerhalb der ersten 48 Stunden nimmt die
Korpertemperatur am stéirksten zu bzw. ab?

Wann sinkt die Koérpertemperatur unter 37°C?

Weisen Sie nach, dass die Temperatur ab diesem Zeitpunkt dauerhaft unter 37°C bleibt.
Bestimmen Sie die mittlere Kérpertemperatur fiir den Zeitraum vom Krankheitsbeginn
bis zu diesem Zeitpunkt.

In welchem 2-Stunden-Zeitraum nimmt die Temperatur um ein Grad zu?

Fiinf Stunden nach Ausbruch der Krankheit erhélt der Erkrankte ein Fieber senkendes
Medikament. Von diesem Zeitpunkt an sinkt die Temperatur nach der GesetzméafBigkeit
des beschrinkten Wachstums und néhert sich der normalen Korpertemperatur.

Zwei Stunden nach Einnahme des Medikaments betrégt die Temperatur 38,4°C.
Bestimmen Sie eine Funktion g, welche den weiteren Temperaturverlauf beschreibt.

Zu welchem Zeitpunkt nach der Einnahme des Medikaments ist die Koérpertemperatur
erstmals um ein Grad niedriger, als sie ohne Medikament wire?
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1 Fieberkurve Baden-Wiirttemberg 2009

Die normale Korpertemperatur eines gesunden Menschen liegt bei 36,5°C'.
Die Funktion

f(t) =365+t e O

beschreibt modellhaft den Verlauf einer Fieberkurve bei einem Erkrankten.
Dabei ist ¢t > 0 die Zeit in Stunden nach Ausbruch der Krankheit und f(#)
die Korpertemperatur in °C.

a)

Wann innerhalb der ersten 48 Stunden ist die Temperatur am héchsten? t=10
Geben Sie diese Temperatur an. 40,18°C
Skizzieren Sie die Fieberkurve innerhalb der ersten 48 Stunden in einem geeigneten
Ausschnitt eines Koordinatensystems.

45 AY
404

351

304

251

201

154

10

54

T T

5 10 15 20 25 30 35 40 45

t

Zu welchen beiden Zeitpunkten innerhalb der ersten 48 Stunden nimmt die
Korpertemperatur am stéirksten zu bzw. ab? tzu =0, t,, = 20

Wann sinkt die Korpertemperatur unter 37°C? 45 Stunden nach Krankheitsbeginn
Weisen Sie nach, dass die Temperatur ab diesem Zeitpunkt dauerhaft unter 37°C' bleibt.
f'(t) <0<=t>10
Bestimmen Sie die mittlere Kérpertemperatur fiir den Zeitraum vom Krankheitsbeginn
bis zu diesem Zeitpunkt. 38,6°C'
In welchem 2-Stunden-Zeitraum nimmt die Temperatur um ein Grad zu? f(t+2) — f(¢t) =1
t=22 22<t<42

11



c) Fiinf Stunden nach Ausbruch der Krankheit erhélt der Erkrankte ein Fieber senkendes
Medikament. Von diesem Zeitpunkt an sinkt die Temperatur nach der GesetzméBigkeit
des beschrankten Wachstums und néhert sich der normalen Korpertemperatur.
Zwei Stunden nach Einnahme des Medikaments betrégt die Temperatur 38,4°C'.
Bestimmen Sie eine Funktion g, welche den weiteren Temperaturverlauf beschreibt.
h(t) = G + ae™*
h(0) = f(5), h(2) = 384 (°C)
h(t) = 36,5 + 3 - e~ 0228
g(t) = h(t = 5)

Zu welchem Zeitpunkt nach der Einnahme des Medikaments ist die Kérpertemperatur

erstmals um ein Grad niedriger, als sie ohne Medikament wire?
f(t)—g(t) =1, t=6,13
alternativ f(t +5) —h(t) =1, t =1,13

1,13 Stunden nach der Medikamenteneinnahme ist die Kérpertemperatur
um ein Grad niedriger, als sie ohne Medikamente wére.

40+ f
e T—

35 1

304

251

201

15+

104

T T

5 10 15 20 25 30 35 40 45

t

Die Grafik dient dem Verstiandnis.
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T Motorboot Baden-Wiirttemberg 2010

Ein Segelboot gleitet mit der konstanten Geschwindigkeit 160 % an einem ruhenden
Motorboot vorbei. Das Motorboot nimmt zu diesem Zeitpunkt Fahrt auf und fahrt dem
Segelboot hinterher.

Die Geschwindigkeit v(t) des Motorbootes ist fiir ¢ > 0 stets positiv und wird durch

v(t) =960 (et —e ), t>0
beschrieben. (Zeit t in min seit der Vorbeifahrt, Geschwindigkeit v(¢) in -2 ).

min

a) Skizzieren Sie den Zeit-Geschwindigkeits-Graphen des Motorbootes fiir die ersten fiinf Minuten.
Bestimmen Sie die hochste Geschwindigkeit des Motorbootes in diesem Zeitraum.
Wann nimmt die Geschwindigkeit des Motorbootes in diesem Zeitraum am stérksten ab?
Welche mittlere Geschwindigkeit hat das Motorboot in den ersten fiinf Minuten?
Wie lange fahrt das Motorboot in diesem Zeitraum schneller als das Segelboot?

b) Wie weit ist das Motorboot nach zwei Minuten gefahren?
Bestimmen Sie einen Term der Funktion, die den vom Motorboot zuriickgelegten Weg in
Abhéngigkeit von der Zeit beschreibt.
Legt das Motorboot nach diesem Modell mehr als 500 m zuriick?
Zu welchem Zeitpunkt iiberholt das Motorboot das Segelboot?

¢) Zum Zeitpunkt ¢ty = 2,55 holt das Segelboot das Motorboot wieder ein.
Beide Boote verringern ab diesem Moment ihre Geschwindigkeit.
Ab dem Zeitpunkt ¢y wird die Geschwindigkeit des Motorbootes durch die Tangente an
den Graphen der Funktion v an der Stelle ¢q beschrieben.
Wann kommt das Motorboot zum Stillstand?

Die Geschwindigkeit des Segelbootes kann ab dem Zeitpunkt ¢y ebenfalls durch eine
Gerade beschrieben werden. Das Segelboot kommt am gleichen Ort wie das Motorboot
zum Stillstand. Wann kommt das Segelboot zum Stillstand?
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T Motorboot Baden-Wiirttemberg 2010

Ein Segelboot gleitet mit der konstanten Geschwindigkeit 160 % an einem ruhenden
Motorboot vorbei. Das Motorboot nimmt zu diesem Zeitpunkt Fahrt auf und fahrt dem
Segelboot hinterher.

Die Geschwindigkeit v(t) des Motorbootes ist fiir ¢ > 0 stets positiv und wird durch

v(t) =960 (et —e ), t>0

beschrieben. (Zeit t in min seit der Vorbeifahrt, Geschwindigkeit v(¢) in -2 ).

a)

min

Skizzieren Sie den Zeit-Geschwindigkeits-Graphen
des Motorbootes fiir die ersten fiinf Minuten.

200 A

1501

100~

50 1

Bestimmen Sie die hochste Geschwindigkeit des Motorbootes in diesem Zeitraum. 240 m/min
Wann nimmt die Geschwindigkeit des Motorbootes in diesem Zeitraum am stérksten ab? ¢ = 1,39
Welche mittlere Geschwindigkeit hat das Motorboot in den ersten fiinf Minuten? 94,7 m/min

Wie lange fahrt das Motorboot in diesem Zeitraum schneller als das Segelboot?
1,654 — 0,237 = 1,317

Wie weit ist das Motorboot nach zwei Minuten gefahren? 3589 m
Bestimmen Sie einen Term der Funktion, die den vom Motorboot zuriickgelegten Weg in

Abhéngigkeit von der Zeit beschreibt. s(t) = —960 - e~ + 480 - e~ 2t + 480
Legt das Motorboot nach diesem Modell mehr als 500 m zuriick? s(t) — 480

Zu welchem Zeitpunkt iiberholt das Motorboot das Segelboot? s* = 160 - ¢, Schnitt s, s*, t = 0,58

Zum Zeitpunkt ty = 2,55 holt das Segelboot das Motorboot wieder ein.

Beide Boote verringern ab diesem Moment ihre Geschwindigkeit.

Ab dem Zeitpunkt ¢y wird die Geschwindigkeit des Motorbootes durch die Tangente an

den Graphen der Funktion v an der Stelle ¢y beschrieben. y = —63,25¢ + 230,4
Wann kommt das Motorboot zum Stillstand? t = 3,64 min
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Die Geschwindigkeit des Segelbootes kann ab dem Zeitpunkt ¢, ebenfalls durch eine
Gerade beschrieben werden. Das Segelboot kommt am gleichen Ort wie das Motorboot
zum Stillstand. Wann kommt das Segelboot zum Stillstand?

AY

200
150 ~
100

50

200 A

150 1

100 1

50 1

Die beiden Dreiecksflichen A, B miissen gleichen Inhalt haben.
A=3766 FE = b=0,47, t=2,5540,47 = 3,02

Das Segelboot kommt nach ca. 3min zum Stillstand.
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1t Viruserkrankung Baden-Wiirttemberg 2011

In einer groflen Stadt breitet sich eine Viruserkrankung aus.
Die momentane Erkrankungsrate wird modellhaft durch die Funktion

f(t)=150-t*-e 92 ¢t >0

beschrieben. Dabei ist ¢ die Zeit in Wochen seit Beobachtungsbeginn
und f(¢) die Anzahl der Neuerkrankungen pro Woche.

a) Skizzieren Sie den Graphen von f.
Wann erkranken die meisten Personen?
Zeigen Sie, dass ab diesem Zeitpunkt die momentane Erkrankungsrate riickléufig ist.
Wann nimmt sie am stérksten ab?

b) Alle Neuerkrankungen werden sofort dem Gesundheitsamt gemeldet.
Bei Beobachtungsbeginn sind bereits 100 Personen gemeldet.
Wie viele Personen sind nach 12 Wochen insgesamt gemeldet?
Die Funktion F(t) = —750 - (¢> 4+ 10t +50) - e=%2" ist eine Stammfunktion von f.

Geben Sie eine Funktion fiir die Gesamtzahl der gemeldeten Personen nach ¢ Wochen an.
Wann wird die Zahl von 20000 gemeldeten Personen erreicht?
Weisen Sie nach, dass die Anzahl der Meldungen unter 40000 bleiben wird.

In einer benachbarten Stadt mit 30000 Einwohner ist bei Beobachtungsbeginn bereits die Hilfte
der Einwohner an diesem Virus erkrankt. Es ist davon auszugehen, dass im Laufe der Zeit alle Einwoh-
ner von der Krankheit erfasst werden und dass dabei die momentane wochentliche Erkrankungsrate
proportional zur Anzahl der bisher noch nicht von der Krankheit erfassten Einwohner ist.

¢) Man nimmt zur Modellierung zunichst den Proportionalititsfaktor 0,1 an.
Geben Sie eine zugehorige Differenzialgleichung an.
Bestimmen Sie eine Funktion, welche die Anzahl der von der Krankheit erfassten Personen
beschreibt.
Wie viele Personen werden demzufolge nach 4 Wochen von der Krankheit erfasst sein?
Tatséchlich sind es nach 4 Wochen bereits 22000 Personen.
Passen Sie die Funktion an die tatséchliche Situation an.

16



1t Viruserkrankung Baden-Wiirttemberg 2011

In einer groflen Stadt breitet sich eine Viruserkrankung aus.
Die momentane Erkrankungsrate wird modellhaft durch die Funktion

f(t)=150-t*-e 92 ¢t >0

beschrieben. Dabei ist ¢ die Zeit in Wochen seit Beobachtungsbeginn
und f(¢) die Anzahl der Neuerkrankungen pro Woche.

a) Skizzieren Sie den Graphen von f. 4

2000 1

1500

1000

500 A
5 10 15 20 25 30 35 40 45 ¢t
Wann erkranken die meisten Personen? t=10

Zeigen Sie, dass ab diesem Zeitpunkt die momentane Erkrankungsrate riickléufig ist.

Wann nimmt sie am stérksten ab? f(t) <0 fir ¢t > 10, t = 17,07

b) Alle Neuerkrankungen werden sofort dem Gesundheitsamt gemeldet.
Bei Beobachtungsbeginn sind bereits 100 Personen gemeldet.
Wie viele Personen sind nach 12 Wochen insgesamt gemeldet? 16236
Die Funktion F(t) = —750 - (¢> 4+ 10t +50) - e%2" ist eine Stammfunktion von f.
Geben Sie eine Funktion fiir die Gesamtzahl der gemeldeten Personen nach ¢ Wochen an.
G(t)=F(t)+C, G(0)=100 = C = 37600
F(t) = =750 - (#2 4+ 10t +50) - e=%2 4 37600
Wann wird die Zahl von 20000 gemeldeten Personen erreicht? t=14
Weisen Sie nach, dass die Anzahl der Meldungen unter 40000 bleiben wird.
G'(t) >0, lim G(t) = 37600

In einer benachbarten Stadt mit 30000 Einwohner ist bei Beobachtungsbeginn bereits die Halfte
der Einwohner an diesem Virus erkrankt. Es ist davon auszugehen, dass im Laufe der Zeit alle Einwoh-
ner von der Krankheit erfasst werden und dass dabei die momentane wochentliche Erkrankungsrate
proportional zur Anzahl der bisher noch nicht von der Krankheit erfassten Einwohner ist.

¢) Man nimmt zur Modellierung zunéichst den Proportionalititsfaktor 0,1 an.

Geben Sie eine zugehorige Differenzialgleichung an. B'(t)=0,1- (30000 —B(t))
Bestimmen Sie eine Funktion, welche die Anzahl der von der Krankheit erfassten Personen
beschreibt. B(t) = 30000 — 15000 - e~

Wie viele Personen werden demzufolge nach 4 Wochen von der Krankheit erfasst sein? 19945
Tatséchlich sind es nach 4 Wochen bereits 22000 Personen.
Passen Sie die Funktion an die tatsichliche Situation an. B*(t) = 30000 — 15000 - e~ 01572
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T Medikament—Aufgabe Baden-Wiirttemberg 2012

Ein Medikament kann mithilfe einer Spritze oder durch Tropfinfusion verabreicht werden.

2)

Bei Verabreichung des Medikaments mithilfe einer Spritze wird die Wirkstoffmenge
im Blut des Patienten durch die Funktion

f(t) =130 (702 — e 08) 0 <t <24
(t in Stunden, f(¢) in mg) beschrieben.

Skizzieren Sie den Graphen von f.

Das Medikament wirkt nur dann, wenn mindestens 36 mg des Wirkstoffs im Blut
vorhanden sind.

Bestimmen Sie den Zeitraum, in dem das Medikament wirkt.

Zu welchem Zeitpunkt nimmt die Wirkstoffmenge im Blut am starksten zu bzw. ab?
Berechnen Sie die mittlere Wirkstoffmenge im Blut wahrend der ersten 12 Stunden.

Wenn das Medikament stattdessen durch Tropfinfusion zugefiihrt wird, lédsst sich die
Wirkstoffmenge im Blut durch die Funktion

g(t) =80 (1 —e00%) ¢ >0
(t in Minuten seit Infusionsbeginn, g(¢) in mg) beschreiben.

b) Welche Wirkstoffmenge wird sich langfristig im Blut befinden?

Zeigen Sie, dass die Wirkstoffmenge im Blut sténdig zunimmt.
Zu welchem Zeitpunkt betrédgt die momentane Anderungsrate der Wirkstoffmenge 1
In welchem 15-Minuten-Zeitraum &ndert sich die Wirkstoffmenge um 30 mg?

mg o
min -’

Geben Sie eine Differenzialgleichung des beschrankten Wachstums an, die von der
Funktion ¢ erfiillt wird.

Bei der Tropfinfusion wird dem Patienten pro Minute eine konstante Wirkstoffmenge
zugefiihrt. Die Abbaurate ist dabei stets proportional zur Wirkstoffmenge im Blut.
Wie grof§ ist die konstante Zufuhr der Wirkstoffmenge pro Minute?

Welche Wirkstoffmenge miisste man pro Minute zufiihren, damit sich langfristig 90 mg
im Blut befinden?
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T Medikament—Aufgabe Baden-Wiirttemberg 2012

Ein Medikament kann mithilfe einer Spritze oder durch Tropfinfusion verabreicht werden.

a) Bei Verabreichung des Medikaments mithilfe einer Spritze wird die Wirkstoffmenge
im Blut des Patienten durch die Funktion

f(t) =130 (702 — e 08) 0 <t <24
(t in Stunden, f(¢) in mg) beschrieben.
Skizzieren Sie den Graphen von f. y
60 -
50

40 1

30

20~

101

2 4 6 8§ 10 12 14 16 18 2‘0‘2‘2‘2‘4,75

Das Medikament wirkt nur dann, wenn mindestens 36 mg des Wirkstoffs im Blut vorhanden
sind. Bestimmen Sie den Zeitraum, in dem das Medikament wirkt. 0,628 <t < 6,305
Zu welchem Zeitpunkt nimmt die Wirkstoffmenge im Blut am starksten zu bzw. ab?

F(0) = 78, f'(4,62) = —7,74
Berechnen Sie die mittlere Wirkstoffmenge im Blut wéhrend der ersten 12 Stunden. 35,71 mg

Wenn das Medikament stattdessen durch Tropfinfusion zugefiihrt wird, lédsst sich die
Wirkstoffmenge im Blut durch die Funktion

g(t) =80-(1—e00%) >0
(t in Minuten seit Infusionsbeginn, g(¢) in mg) beschreiben.

b) Welche Wirkstoffmenge wird sich langfristig im Blut befinden? 80 mg
Zeigen Sie, dass die Wirkstoffmenge im Blut sténdig zunimmt. gt) >0

Zu welchem Zeitpunkt betrigt die momentane Anderungsrate der Wirkstoffmenge 1% ?
27,7 min
In welchem 15-Minuten-Zeitraum &ndert sich die Wirkstoffmenge um 30 mg? [6,83;21,83]

g(t+15) — g(t) = 30, ¢t = 6,83

¢) Geben Sie eine Differenzialgleichung des beschriankten Wachstums an, die von der
Funktion ¢ erfiillt wird. g (t) =0,05 - (80 —g(t))
Bei der Tropfinfusion wird dem Patienten pro Minute eine konstante Wirkstoffmenge
zugefiihrt. Die Abbaurate ist dabei stets proportional zur Wirkstoffmenge im Blut.
Wie grof} ist die konstante Zufuhr der Wirkstoffmenge pro Minute?  ¢'(¢t) =4 — 0,05 g(t), 4 mg
Welche Wirkstoffmenge miisste man pro Minute zufiihren, damit sich langfristig 90 mg
im Blut befinden? g'(t) =0,05- (90 —g(t)) = 4,5 — 0,05 - g(t), 4,5 mg
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1 Wassertank—Aufgabe Baden-Wiirttemberg 2013

Ein zunéchst leerer Wassertank einer Gértnerei wird von Regenwasser gespeist.
Nach Beginn eines Regens wird die momentane Zuflussrate des Wassers durch die Funktion

r(t) = 10000 - (e7%% —e7t), 0<t <12

beschrieben (¢ in Stunden seit Regenbeginn, r(¢) in Liter pro Stunde).

a) Bestimmen Sie die maximale Zuflussrate.
In welchem Zeitraum ist diese Zuflussrate gréfler als 2000 Liter pro Stunde?
Zu welchem Zeitpunkt nimmt die momentane Zuflussrate am stéarksten ab?

b) Wie viel Wasser befinden sich drei Stunden nach Regenbeginn im Tank?
Zu welchem Zeitpunkt sind 5000 Liter im Tank?

¢) Zur Bewisserung von Gewéchshéusern wird nach 3 Stunden begonnen, Wasser aus dem
Tank zu entnehmen. Daher wird die momentane Anderungsrate des Wasservolumens im Tank
ab diesem Zeitpunkt durch die Funktion

w(t) =r(t) —400, 3<t<12

beschrieben (¢ in Stunden seit Regenbeginn, w(t) in Liter pro Stunde).

Wie viel Wasser wird in den ersten 12 Stunden nach Regenbeginn entnommen?
Ab welchem Zeitpunkt nimmt die Wassermenge im Tank ab?

Bestimmen Sie die maximale Wassermenge im Tank.

T © Roolfs
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T Wassertank—Aufgabe Losungshinweise ohne Einheiten

Ein zunéchst leerer Wassertank einer Gértnerei wird von Regenwasser gespeist.
Nach Beginn eines Regens wird die momentane Zuflussrate des Wassers durch die Funktion

r(t) = 10000 - (e %% —e7t), 0<t<12

beschrieben (¢ in Stunden seit Regenbeginn, r(¢) in Liter pro Stunde).

Bestimmen Sie die maximale Zuflussrate. r(1,386) = 2500
In welchem Zeitraum ist diese Zuflussrate gréfer als 0 Liter pro Stunde? 0,647 <t < 2,572
Zu welchem Zeitpunkt nimmt die momentane Zuflussrate am stérksten ab? 2,77

Wie viel Wasser befinden sich drei Stunden mach Regenbeginn im Tank? 6035,27
Zu welchem Zeitpunkt sind 5000 Liter im /Tank? /r(t) dt = 5000, u = 2,456
0
Zur Bewisserung von Gewéchshéusern/wird nach 3 Stunden begonnen, Wasser aus dem
Tank zu entnehmen. Daher wird die thomentane Anderungsrate des Wasservolumens im Tank
ab diesem Zeitpunkt durch die Funktion
w(t) =r(t) —400, 3<t<]2
beschrieben (¢ in Stunden seit Regenbeginn, w(t) in Liter pro Stunde).
Wie viel Wasser wird in den ersten 12 Stunden nach Regenbeginn entnommen? 9 -400 = 3600
Ab welchem Zeitpunkt nimmt die Wassermenge im Tank ab? w(6,352) =0
Fiir ¢ > 6,352 ist die Zuflussrate negativ.
Bestimmen Sie die maximale Wassermenge im Tank. 6,352
)
5000 /w(t) dt = 1806,32
7 3
4500 A
, . 6035,27 +1806,32 = 7841,59
——
, 0
3500 - GTR fnInt(Yq, X, 0,X) 6,359 alternativ:
2000 / r(t)dt — (6,352 — 3) - 400 = 7841,59
, 0
2500 1
2000 =
1500 - SoNr()
1000
500 1 wit)
2 3 1 5 6 T8 i “é? 0 11 12t
0 | © Roolfs I




+ Konzentration eines Medikaments

Ein Patient bekommt durch eine Tropfinfusion ein Medikament zugefiihrt.

Zeit t in Minuten 0 10 20 30 40 50 60
Inhalt des Tropfes in ml 300 | 285 | 270 255 240 225 210
Medikamentenmenge im Korper in ME 0 11,8 | 18,96 | 23,31 | 25,94 | 27,54 | 28,51

Die Tabelle enthélt Messwerte fiir die erste Stunde nach Anlegen des Tropfes
bei einem bestimmten Patienten (Patient S) mit einem Gewicht von 60 kg.

a) In welcher Weise hiangt der Inhalt des Tropfes von der Zeit ab?
Geben Sie die Gleichung der entsprechenden Funktion f an.

Die im Korper verbliebene Medikamentenmenge lésst sich durch die Funktionsgleichung
g(t) = a—a- e mit patientenabhiingigen Parametern a und b beschreiben.

Fiir einen bestimmten Patienten ist a der halbe Zahlenwert seines Gewichts (in kg).

b) Untersuchen Sie, wie sich die Medikamentenmenge im Korper des Patienten S entwickelt.

c) Bestimmen Sie die erste Ableitung von g (Patient S).
Zeichnen Sie die Graphen der Funktion g und ihrer Ableitung im Intervall [0; 120]
jeweils in ein Koordinatensystem. Interpretieren Sie den Wert ¢’(30).

d) Ermitteln Sie die Zeitpunkte, an dem die Medikamentenmenge im Korper des Patienten S
die Nachweisgrenze von 3 ME iiberschreitet, bzw. an dem die Anderungsrate der Medikamenten-

menge nur noch 0,03 @ betragt.

30 30
e) Bestimmen Sie die Werte der Integrale / f'(t) dt und / '(t) dt und interpretieren Sie
sie im Sachkontext. 0

Fiir eine Langzeitstudie iiber die Nebenwirkungen des Medikaments wird ermittelt,
wie hoch die durchschnittliche Menge im Kérper des Patienten in der ersten Stunde ist.

f) Ermitteln Sie diese Menge fiir den Patienten S.

g) Beurteilen Sie, wie sich der Parameter b dndert, wenn der Kérper eines anderen Patienten,
der ebenfalls 60 kg wiegt, das Medikament deutlich schneller abbaut.

h) Die gewiinschte Wirkung des Medikaments tritt ein, wenn die Medikamentenmenge im Kérper
des Patienten 75% des jeweiligen Wertes von a erreicht.
Untersuchen Sie, ob die Wirkung beim Patienten S oder beim Patienten H, der 100 kg wiegt
und fiir den b = 0,1 ist, schneller eintritt.
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+ Konzentration eines Medikaments

Ein Patient bekommt durch eine Tropfinfusion ein Medikament zugefiihrt.

Zeit t in Minuten 0 10 20 30 40 50 60
Inhalt des Tropfes in ml 300 | 285 | 270 255 240 225 210
Medikamentenmenge im Korper in ME 0 11,8 | 18,96 | 23,31 | 25,94 | 27,54 | 28,51

Die Tabelle enthélt Messwerte fiir die erste Stunde nach Anlegen des Tropfes
bei einem bestimmten Patienten (Patient S) mit einem Gewicht von 60 kg.

a) In welcher Weise hingt der Inhalt des Tropfes von der Zeit ab? linear
Geben Sie die Gleichung der entsprechenden Funktion f an. f(t) = —1,5t + 300

Die im Korper verbliebene Medikamentenmenge lésst sich durch die Funktionsgleichung
g(t) = a—a- e mit patientenabhiingigen Parametern a und b beschreiben.

Fiir einen bestimmten Patienten ist a der halbe Zahlenwert seines Gewichts (in kg).

b) Untersuchen Sie, wie sich die Medikamentenmenge im Korper des Patienten S entwickelt.
b~ 0,05
lim (30 — 30 - e~ %%") = 30

t—o00
c) Bestimmen Sie die erste Ableitung von g (Patient S). g(t) =15 005
Zeichnen Sie die Graphen der Funktion g und ihrer Ableitung im Intervall [0; 120]
jeweils in ein Koordinatensystem. Interpretieren Sie den Wert ¢’(30). g'(30) =~ 0,33
Die Medikamentenmenge nimmt in der 31. Minute um ca. 0,33 ME zu.

d) Ermitteln Sie die Zeitpunkte, an dem die Medikamentenmenge im Korper des Patienten S
die Nachweisgrenze von 3 ME iiberschreitet, bzw. an dem die Anderungsrate der Medikamenten-

menge nur noch 0 03 @ betragt. t1 = 2,1, ty = 78,2 (Minuten)
30
e) Bestimmen Sie die Werte der Integrale / f'(t) dt und / '(t) dt und interpretieren Sie
sie im Sachkontext. 0 —45 bzw. 23,31

aus dem Tropf in 30 Minuten abgeflossene Menge (in ml) bzw.
Medikamentenmenge (in ME) im Korper des Patienten S nach 30 Minuten

Fiir eine Langzeitstudie {iber die Nebenwirkungen des Medikaments wird ermittelt,
wie hoch die durchschnittliche Menge im Kérper des Patienten in der ersten Stunde ist.

60

f) Ermitteln Sie diese Menge fiir den Patienten S. 6_10 g(t)dt = 20,5
0

g) Beurteilen Sie, wie sich der Parameter b dndert, wenn der Kérper eines anderen Patienten, der

ebenfalls 60 kg wiegt, das Medikament deutlich schneller abbaut. a—a-e " <a—a- e*bst

<~ b<bg
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h) Die gewiinschte Wirkung des Medikaments tritt ein, wenn die Medikamentenmenge im Kérper
des Patienten 75% des jeweiligen Wertes von a erreicht.
Untersuchen Sie, ob die Wirkung beim Patienten S oder beim Patienten H, der 100 kg wiegt
und fiir den b = 0,1 ist, schneller eintritt. S: tg =277, H: ty =13,9 (schneller)
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Differential- und Integralrechnung
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