Stetige Verteilungen Rechteckverteilung

Die Langenabweichungen X produzierter Werkstiicke von der Norm seien gleichméflig verteilt
zwischen a = 1 mm und b = 4 mm. Die Dichtefunktion lautet also

@) = b—a fir a<z<b

0 sonst

0,5 Dichte f

—

a x b g
Der Graph der Verteilungsfunktion F'(z) = P(X < z) hat das Aussehen:
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Stetige Verteilungen Exponentialverteilung

Warten auf eine 6: Wir wiirfeln solange, bis eine 6 erscheint.

X sei die Anzahl der benétigten Wiirfe. Es gilt dann fiir p = %: PX =k =(0-prt.p

p
Z.B. ist die Wahrscheinlichkeit, mit hochstens 4 Wiirfen eine 6 zu erzielen, P(X < 4) = 51,8%.
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Um allgemeiner Wahrscheinlichkeiten von Wartezeiten, z. B. bis zum néchsten Telefonanruf oder
bis zum Defektwerden einer Glithlampe, zu berechnen, wihlen wir als Ansatz fiir eine Dichtefunktion

flx)y=a-e b  2>0.

o
Fiir diese Dichtefunktion muss / f(x)dx =1 gelten, also
0
o
/a-e_bxdx:[—%e_bm];o:%:l = a=0»5, damitist
0
fx)=a-e  x>0.

Um die Bedeutung von a zu erkennen, bestimmen wir E(X).

[e.e]

E(X):/Ox-f(x)dx:/ox-a-e“zdx: partiell :[—x-e*ax— e*‘“]o :%

ISE

Eine Zufallsvariable X mit der Dichtefunktion f(z) = X-e **, x>0,
heiBt exponentialverteilt mit dem Parameter \. Der Erwartungswert ist dann E(X) = %

In einem Biiro klingelt durchschnittlich alle 5 Minuten das Telefon.

a) Zeichne die Graphen der Dichte- und der Verteilungsfunktion F'(x).
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Telefon

b) in den né#chsten 10 Minuten,

c¢) in den néchsten 15 Minuten nicht,

d) erst in den néchsten 5 bis 10 Minuten klingelt?
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Stetige Verteilungen Exponentialverteilung FErgebnisse

In einem Biiro klingelt durchschnittlich alle 5 Minuten das Telefon.
a) Zeichne die Graphen der Dichte- und der Verteilungsfunktion F(z).

F(x):P(ng):/x)\-e_)‘tdtz...:1—6_)‘”
0
beachte: F'(z) = f(z)

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Telefon
b) in den néchsten 10 Minuten, E(X)=5 )= %, P(X <10) = F(10) = 86,5%

Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Wartezeit
bis zum néchsten Anruf héchstens 10 Minuten betrégt.

c¢) in den néchsten 15 Minuten nicht, P(X>15)=1-P(X<15)=1-F(15)=5,0%
d) erst in den néchsten 5 bis 10 Minuten klingelt? P(b < X <10)= F(10) — F(5) = 23,3%
beachte: (1 — F(5))- F(5) = 23,3%

Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass es in den ersten 5 Minuten nicht klingelt,
jedoch innerhalb weiterer 5 Minuten.

© TRoolfs




Von einem elektronischen Bauteil ist bekannt, dass es durchschnittlich 10 Jahre hilt.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit hilt das Bauteil hochstens 8 Jahre?



Von einem elektronischen Bauteil ist bekannt, dass es durchschnittlich 10 Jahre hilt.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit hilt das Bauteil hochstens 8 Jahre?

E(X) =10, A= P(X <8)=F(8) =551%

1
10°
Mehr als die Hilfte der Bauteile hélt hochstens 8 Jahre.

Die mittlere Lebensdauer wird jedoch durch einzelne Bauteile beeinflusst, die sehr lange halten.



Stetige Verteilungen Belastungstest

1. In einem Belastungstest reifit ein Faden mit der Liange 20 cm in X em (vom linken Ende gemessen).
Die Zufallsgrofie X besitzt die Dichte

k-z-(20—2) fir 0<z<20
-]

0 sonst

5
~—

Bestimme k so, dass f Dichtefunktion ist und weise dies nach.

=

Skizziere die Grafen von f und der Verteilungsfunktion F'.

o
~—

Bestimme den Erwartungswert und die Standardabweichung von X.

2

In welchem Bereich symmetrisch zum Erwartungswert liegen 80% der Rissstellen?

¢]
~—

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eines der beiden Teilfiden mindestens 15 ¢m lang?



Belastungstest Losungen

1. In einem Belastungstest reifit ein Faden mit der Linge 20 cm in X cm (vom linken Ende gemessen).
Die Zufallsgrofle X besitzt die Dichte

k-xz-(20—2x) fir 0<x<20
-]

0 sonst

a) Bestimme k so, dass f Dichtefunktion ist und weise dies nach.

20 20
_ _ _ 3
A f(:v)dx—k:/o z-(20—2)dr =1 = k=757 f(z)>0
b) Skizziere die Grafen von f und der Verteilungsfunktion F'.
A
0,05 |
é 1‘0 1‘5 Qb “x
AY
1,0 4
0,5
é 1T0 1T5 Qb T
F(z) = A B2 fir 0< 2 <20
4000 400 -7 =
c¢) Bestimme den Erwartungswert und die Standardabweichung von X. w=10, o0 =20

d) In welchem Bereich symmetrisch zum Erwartungswert liegen 80% der Rissstellen?
F(x)=0,10 = 2 =392 daher 3,92 <z < 16,08
e) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eines der beiden Teilfiden mindestens 15 ¢m lang?
P(X<5Vv X>15)=2-F(5) =31,3%



Stetige Verteilung

. Nebenstehend ist der Graph der Dichtefunktion f einer Zufallsvariablen X skizziert.
a) Bestimmen Sie die Konstante c,
b) ermitteln und skizzieren Sie die Verteilungsfunktion F' von X,

c) berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von X.

AY
c
- i
a) c=1
0 fiir r<—1
1 o 1
R +:c—|—§ —1<z<0
b) F(z) = 1 o 1
—5T +:c—|—§ O0<z<l1
1 r>1 AY
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Abweichung von der Norm

3. Eine Maschine stellt Metallstifte her, deren Langen-Abweichung von der Norm
eine stetige Zufallsgrofe X (in mm) mit der Dichte f ist.

0 fiir T < —2
flz) = a(z? —4) —2< <2
0 T > 2

Bestimmen Sie a.

z &

Skizzieren Sie die Grafen von f und der Verteilungsfunktion F.

o
~

Wie lautet die Verteilungsfunktion?
d) Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung von X.

In welchem Bereich symmetrisch zum Erwartungswert liegen 90 % der Abweichungen?

@
~ ~

Metallstifte, deren absolute Abweichung mindestens 1,5 mm betrigt, sind Ausschuss.
Wieviel Prozent Ausschuss hat man zu erwarten?

g) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich unter 5 zufillig ausgewihlten Stiften
kein Ausschussstiick befindet?

h) Wie muss man die symmetrischen Ausschuss-Grenzen wihlen,
damit nur noch 5 % Ausschuss vorliegt?

i) Die Stifte sollen in vier gleichstarke (erwartete Anzahlen jeweils gleich) Qualitéitsstufen
aufgeteilt werden. Wie sind die Grenzen hierfiir zu wéhlen?

3
a) —35
b) 0 fiir < =2
1 3.3 1
c) Fr)=q —327° t37+3 —2sws2
1 > 2

e) [-1,46; 1,46]
) 8,6%

) 63,8%

h) absolute Abweichung mindestens 1,62 mm

i) [-2;-0,69], [-0,69; 0], [0;0,69], [0,69; 2]
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Exponentialverteilung

Punktférmige Signale werden in zufélliger Aufeinanderfolge ausgesendet.
Wir wollen die Wartezeit 7" bis zum ersten Signal (oder zwischen zwei Signalen) untersuchen.

Das Intervall I = (0 | t] teilen wir in n gleiche Teile (...] und wihlen n so grof}, dass jeder Abschnitt
hochstens einen Punkt enthélt. Wir nehmen an, dass pro Zeiteinheit im Schnitt A Signale gesendet werden.
Der Erwartungswert fiir I betrégt daher p = X - ¢t Punkte.

Pro Abschnitt wird mit der Wahrscheinlichkeit p = % ein Signal gesendet (Bernoulli-Kette).

Fur T gilt:

PT > 1) = (1-p)' = (1 - 22)"

Fiir n — oo erhilt man

P(T>t)= lim (1-24)" =M.

n—oo

Die Wahrscheinlichkeit fiir kein Signal in einem Intervall der Lénge t betragt

P(T >t)=e ™

und fiir mindestens ein Signal (Verteilungsfunktion F'(t))

P(T <t)=1-e*. Diese Wahrscheinlichkeiten sind Funktionen von ¢, F’ = f (Dichte).




Summe von Zufallsvariablen

Gegeben sind die unabhéingigen, gleichverteilten Zufallsvariablen X und Y
mit den Wahrscheinlichkeitsdichten f(z) und g(z).

1 fir 0<2z<1

0 sonst

f®)=g@)={

Wir interessieren uns fiir die Wahrscheinlichkeiten P(X + Y < z).

P(X +Y<15)

Y

Die Ergebnisse von (X,Y) fallen in das Quadrat der Lange 1.

Zwei der Ereignisse X 4+ Y < z sind grafisch dargestellt.

Die Verteilungsfunktion F(z), sowie deren Ableitung, die Dichtefunktion,
sind nun zu erkennen.

A
1A
F(z)
22 .
5 fir 0<2<1
F(z) = (z_2)?
] 1—72 1<2<2
F'(2) = fa(2)
z fir 0<2<1
T T T Y > fQZ:
1 2 F ) 2—2z 1<2<2
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Zu den Zufallsvariablen X und Y nehmen wir noch eine dritte unabhéngige
Zufallsvariable Z mit derselben Wahrscheinlichkeitsdichte hinzu.
Verteilungs- und Dichtefunktion von X + Y + Z sind grafisch dargestellt.
Auf die (mithsame) Herleitung der Funktionsterme wird hier verzichtet.

Fiir sechs unabhéngige Zufallsvariablen ergibt sich folgende Grafik:
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Vergleich mit der Normalverteilung

Fiir sechs unabhéngige Zufallsvariablen ergibt sich folgende Grafik:

A
1A //)_/i
/ -
/
f6(2)
T T T T T T T T — T —T >
1 2 3 4 ) 6 <
Die orange gefiarbten Kurven gehtren zur Normalverteilung mit p =6 - % =3 und 0 =4/6- %

Die Varianz eines Summanden betragt %

Mit 12 Summanden kénnen néherungsweise normalverteilte (1 = 6 und o = 1) Zufallszahlen
erzeugt werden. Mit der Subtraktion um 6 erhalten wir den Mittelwert null (Zwolferregel).
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