
Gram-Schmidt-Verfahren

Zu den Vektoren {b1, b2, . . . , bm} des R
n wird eine Orthonormalbasis {c1, c2, . . . , ck}

(ci orthogonale Einheitsvektoren) des von den bj aufgespannten Raumes konstruiert.

Schritt 1

c1 = b
◦

1 (=
1
|b1| b1)

Schritt 2

c2 = [b2 − 〈b2, c1〉 · c1]◦

Schritt 3

c3 = [b3 − 〈b3, c1〉 · c1 − 〈b3, c2〉 · c2]◦

usw.
Für einen linear abhängigen Vektor bj ist cj der Nullvektor.

Die Behauptung folgt auf einfache Weise aus den Eigenschaften des Skalarprodukts.
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b2 = rc1 + sc2 | · c1
〈b2, c1〉 = r

b2 = rc1 + sc2 | · c2
〈b2, c2〉 = s

=⇒

b2 = 〈b2, c1〉 · c1 + 〈b2, c2〉 · c2

=⇒

〈b2, c2〉 · c2 = b2 − 〈b2, c1〉 · c1

c2 hat die Richtung von b2 − 〈b2, c1〉 · c1

=⇒

c2 = [b2 − 〈b2, c1〉 · c1]◦

Für b3 gilt entsprechend die Linearkombination:

b3 = 〈b3, c1〉 · c1 + 〈b3, c2〉 · c2 + 〈b3, c3〉 · c3, usw.
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In jedem Schritt ist ck = b
◦

k möglich.
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Orthonormalbasis des von diesen Vektoren aufgespannten Raumes:

c1 =
1√
5





1
2
0





c2 =
1

3
√
5





−4
2
5





c3 =
1
3





2
−1
2





Mache auch die Probe.

Für einen weiteren Vektor wäre

b4 = 〈b4, c1〉 · c1 + 〈b4, c2〉 · c2 + 〈b4, c3〉 · c3

und damit

c4 = [b4 − 〈b4, c1〉 · c1 − 〈b4, c2〉 · c2 − 〈b4, c3〉 · c3] = 0.
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http://nibis.ni.schule.de/~lbs-gym/

