Legendre-Polynome

Adrien-Marie Legendre (1752-1833)

(1 —2”)y" —2zy' +n(n+1)y=0,  y(1)=1
(1 =)y
¢0($) =1
Oi(z) = x
bo(x) = %(3952 - 1) Ansatz: ¢o(z) = az? + bx + ¢, Koeffizientenvergleich
1
¢3(x) = 5(51‘3 — 3x)
a(z) = é(35x4 3022 4 3)
s (z) = é(63x5 — 702% + 152)
Ein Potenzreihenansatz ergéibe eine Formel fiir ¢;..
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On(x) = Sl g (x*—1) Rodriguez
Oni1(z) = %xqﬁn(x) - i 145”,1(95) Rekursionsgleichung
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Darstellung der Monome

¢o(z) = 1

¢i(z) = @

oa(r) = (02— 1)

6s(x) = (50— 3)

oa(r) = (3504 — 3047 +3)

1 = ¢o(2)

r = ¢i(z)

2 = 2 (60(r) + 202())

B = %(3¢1(:c)+2¢3(95))

= 3_15(7%(@ + 2065 (2) + 8¢4(1))

Die Legendre-Polynome bilden ein vollstdndiges Orthogonal-System.

du(—1) = (=1)
Pr(1) = 1
P2x11(0) = 0
dr(—x) = (=1)*r() Symmetrie



Orthogonalitét

1
/ On(T)Pm(x)dr = 0, n#m Orthogonalitétseigenschaften
-1
1

6@ = 5

P2

-
S Y

Seien ¢, (z) und ¢, () Losungen der Differentialgleichung.

(1= 26, (@)] + nln+ Dn(x) =
(1= 2)61, ()] + m(m + D (2) =

0
0
Multiplikation der 1. Gleichung mit ¢,,(x), der 2. mit ¢, (x) und Subtraktion ergibt:

[(1 = 22)0), ()] Gm(@) = [(1 = 22)),,(2)] bn + bu ()b (@) (n(n + 1) = m(m + 1)) = 0 | /

1

Eine partielle Integration ergibt null fiir die links stehende Differenz, beachte den Term 1 — 22

und die Grenzen. Es folgt

71¢n(l‘)¢m(l‘) dr =0, n#m



Approximation

Fiir eine Funktion f sei der Ansatz:

fla) =) ardi()

= agpo(r) + ar1¢1(x) + azds(z) 4+ aspa(z) + . .. | - do(x) | /_

1

1

/ f(@)po(x)dz = ag 71gb(2)(x) dzr + a4 71¢1(x)¢0(x) dzr + ay /1¢2(x)¢0(x) dr + ...

s

0

Um ag zu ermitteln, werden beide Seiten mit ¢g(z) multipliziert und integriert,
fiir a; mit ¢ (x), usw., allgemein erhalten wir:

/ f(@)de(x) de = ag - =

. 2k + 1

a = 21 / @)uta) da
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—x fur z<0

f(x):{:c x>0
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