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1 Einleitung

Statistik - und damit auch die Stochastik - ist nach Prof. Dr. Homburg von der Universitat Hannover
heute die an deutschen Universitdten am haufigsten angebotene Lehrveranstaltung, da sie in sehr vie-
len wissenschaftlichen Ausbhildungszweigen im Sinne von Beschreibung und Auswertung von Prozes-
sen eine zentrale Rolle spielt. Schon vor zehn Jahren haben Grote, Tiemann, Lie3 und Knechtel ge-
fordert, dass keine Schiilerin und kein Schiler das Gymnasium nach einer Regelschulzeit verlassen
durfe, ohne hinreichende Kenntnisse in Stochastik erworben zu haben. Realitat auf der einen Seite
und schulische und universitare Ausbildung auf der andern Seite fordern die intensive Auseinander-
setzung mit stochastischen Prozessen und statistischen Untersuchungsmethoden. Dieser Forderung
kommen die neuen Rahmenrichtlinien fir das Gymnasium, Schuljahrgdnge 7-10, Mathematik nach,
indem sie in allen Klassenstufen die Stochastik als verbindliches Thema festschreiben. Die zugrunde
liegenden Bausteine werden so gewahlt, dass die zentralen Bereiche der Stochastik, beschreibende
Statistik - Wahrscheinlichkeitstheorie - beurteilende Statistik, bereits in diesen Klassenstufen behan-
delt werden. Dabei ist jedoch zu betonen, dass von einer vertieften Behandlung der formalen Struktu-
ren abzusehen ist. Diese Aspekte sollen dem Sekundarbereich Il vorbehalten sein, in dem neben
Grundideen der Kombinatorik insbesondere Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Zufallsvariablen und

ihre Parameter und darauf aufbauend statistische Testverfahren untersucht werden sollen.

In den Empfehlungen fiir den Mathematikunterricht an Gymnasien des niederséchsischen Kultusmi-
nisteriums wurde bereits 1998 gefordert, in neuen Rahmenrichtlinien die Inhalte neu so zu gewichten,
dass eine Riuckwendung zur Geometrie und Hinwendung zur Stochastik unter Verminderung der An-
teile von Algebra und Analysis realisiert werden. Das ist in den neuen Richtlinien fir die Klassen 7-10
geschehen, wirft aber gleichzeitig neue Probleme auf. Da viele Lehrkrafte im Rahmen ihrer Ausbil-
dung nur eingeschrankt Einblick in Problemstellungen der Stochastik erhalten haben, muss ihnen eine
notwendige Hilfestellung angeboten werden. Sie haben sich im Rahmen ihrer Tatigkeit in viele Teilbe-
reiche der Stochastik haufig bereits eingearbeitet und fortgebildet, wobei dies iberwiegend auf Be-
trachtungsweisen des Sekundarbereichs Il basierte. Daher erscheint es notwendig, den Kolleginnen
und Kollegen Materialien an die Hand zu geben, die ihnen die Aspekte der Stochastik fir die Klassen

7-10 aufzeigen.

In einer einwéchigen Arbeitstagung haben 80 Kolleginnen und Kollegen aus Niedersachsen neue und
Uberwiegend bereits getestete Materialien fur diese Klassenstufen zusammengetragen und sie auf
Unterrichtseinheiten zu den Bausteinen der Stochastik zugeschnitten. Herausgekommen ist dabei die
vorliegende Sammlung von Einzelmaterialien und Unterrichtseinheiten, die die konkreten Umsetzun-
gen der Inhalte und Verfahren der Bausteine der Stochastik aufzeigen. Sie sollen Anregungen zur

Auseinandersetzung geben und daneben helfen, die Inhalte und die Verfahren der Stochastik alters-



gemal nach den Rahmenrichtlinien zu unterrichten. Die Materialsammlung erhebt natirlich nicht den
Anspruch der Vollstandigkeit. Im Anhang der einzelnen Materialien sind jeweils die Ansprechpartne-
rinnen und Ansprechpartner fir das Kapitel angegeben, so dass die Leserinnen und Leser Kontakt

aufnehmen und weitere Informationen erfragen kénnen.

Ein Teilgebiet der Stochastik ist die beschreibende und beurteilende Statistik. Deren zentrales Anlie-
gen ist es, Datenmengen zu beschreiben, zu analysieren und Prognosen daraus abzuleiten. Da zur
Beschreibung realer Situationen hdufig umfangreiche Datenmengen analysiert werden mussen, lebt
die Statistik auch vom Einsatz elektronischer Werkzeuge wie graphikfahiger Taschenrechner (GTR),
Taschencomputer mit Computeralgebrasystem (TC), stochastische Programme auf dem PC, TC und
GTR und Tabellenkalkulationen. Mit ihnen werden erst die Mdglichkeiten geschaffen, reale Daten-
mengen im Unterricht sachgerecht zu verarbeiten. Daher bietet die beschreibende und die beurteilen-
de Statistik gute Moglichkeiten, derartige Werkzeuge in den Unterricht zu integrieren. In der realen
Welt ist es immer wieder aus unterschiedlichen Griinden notwendig, Situationen stochastisch zu simu-
lieren. Diese Forderung sollte Anlass bieten, das Thema Simulation und Simulationen selbst deutli-
cher als bisher in den Mathematikunterricht zu integrieren. Die Programme fir die Simulationen
(EXCEL, TI-83, TI-92, TI-Voyage 200) kénnen direkt vom NiBIiS unter der Adresse http://nibis.ni.schu-
le.de/nibis.phtml?menid=808 heruntergeladen werden. Ebenso kann der WEBQuest (Kapitel 2.2) dort
eingesehen und komplett heruntergeladen werden. Auch hier helfen die unterschiedlichen elektroni-
schen Werkzeuge, neben stochastischen Tabellen fiir Zufallsziffern und elementaren Zufallsgenerato-

ren wie Wurfel, Miinze etc. schnell entsprechendes Zahlenmaterial zu erzeugen.

Die hier zusammengestellten Materialien basieren auf den in den neuen Rahmenrichtlinien in ,,2.3 Zur

Stochastik” beschriebenen Intentionen des Stochastikunterrichts:

Die besonderen Methoden und Verfahren der Stochastik sind nicht durch die anderer Sachgebiete der
Mathematik zu ersetzen. Die Besonderheit der Stochastik liegt in der Anwendungsnéahe, insbesondere
in der Anwendbarkeit mathematischer Modelle in lebenspraktischen Situationen. Die Analyse und Be-
wertung von Datenmaterial bietet die Grundlage fir Entscheidungen sowie flir die Abschatzung von

Chancen bzw. Risiken und Fehlern.

Durch die Einfihrung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs werden die klassischen Ja/Nein-Strategien er-
ganzt. So erschlie3t sich mit dem Phénomen ,Zufall“ eine neue Sichtweise von Mathematik. Diese
fordert ein differenzierendes Verhalten gegentiber unsicheren Aussagen und schérft das Bewusstsein
fur Moglichkeiten und Grenzen des Schliel3ens aus statistischen Daten. Dabei werden grundlegende
Kompetenzen erworben wie Hypothesen formulieren, Argumente gegeneinander abwagen, konkurrie-

rende Hypothesen tberprifen.

Der Stochastikunterricht bietet vielfaltige Anlasse fir eigenstandiges Arbeiten der Schilerinnen und

Schiler wie Messen, Schatzen, Entscheiden, Experimentieren, Daten erheben. Im Wechsel von Pra-



xis und Theorie, von Experimentieren, Modellieren und Simulieren werden die verschiedenen Aspekte
der Mathematik als Sprache mit innermathematischen Begrindungs- und Exaktheitsstandards und als
Hilfsmittel zur Beschreibung der Erfahrungswelt deutlich. Der Einsatz technischer Hilfsmittel fir die
Darstellung und Auswertung statischer Daten einerseits und die Simulation von Zufallsexperimenten
andererseits ist sinnvoll.

Im Zentrum des Stochastikunterrichts steht die Datenanalyse und die grundlegende Intention, den Zu-

fall berechenbar zu machen. Dazu gehéren insbesondere:

e Datenerfassung und Auswertung

e Wahrscheinlichkeiten als Prognosen fir relative Haufigkeiten
e Wahrscheinlichkeitsrechnung im historischen Kontext

e Beschreibung und Modellierung von Prozessen

e Simulationen

e Methoden zur Beurteilung von Hypothesen, zur Interpretation von Fehlern

Im Sekundarbereich | sollen die wesentlichen Grundbegriffe und Verfahren der Statistik und der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung eingefiihrt werden. Ein zentrales Werkzeug ist das Baumdiagramm. In-
terpretative Anteile sollen gegeniiber den numerischen betont werden. Weder ein starker Formalismus
(Axiomatik, Ereignisalgebra, formale Behandlung der Pfadregeln Uber bedingte und totale Wahr-
scheinlichkeiten usw.) noch eine Beschrankung auf das Laplace-Modell sind hier angebracht.

Das geeignete Auswaéhlen von ZufallsgréRen, z. B. zur Vereinfachung von Baumdiagrammen, stellt
eine wesentliche heuristische Strategie dar. Eine Ausscharfung des Begriffs ZufallsgroR3e ist nicht vor-
gesehen. Erwartungswerte lassen sich am Beispiel des ,fairen Spiels” propadeutisch behandeln.

Die Stochastik ist als anwendungsorientierte Theorie in besonderem Mal3e geeignet, die Kooperation
mit anderen Unterrichtsfachern zu férdern. Es bieten sich deshalb Mdglichkeiten zur innermathemati-

schen und fachubergreifenden Vernetzung an:

e Geometrie: Symmetrie, geometrische Wahrscheinlichkeiten, Monte-Carlo-Methoden
e Algebra: Termstrukturen, binomische Formeln, Potenzrechnung

e Biologie: Vererbungslehre, empirisches Gesetz der grofl3en Zahlen

e Physik, Chemie: Auswertung von Messreihen, Messungenauigkeiten

e Geistes- und Sozialwissenschaften: Darstellung und Manipulation von Daten, Testverfahren

Der besondere Dank fir die Erstellung dieser Materialsammlung gilt allen Multiplikatorinnen und Mul-
tiplikatoren, die an der Arbeitstagung im Februar 2002 in Loccum mitgewirkt haben. Sie haben mit
groRem Engagement in der kurzen Zeit vor Ort und auch bei der anschlieRenden Uberarbeitung der
Materialien zu Hause in eindrucksvoller Weise den neuen Fortbildungsschwerpunkt Stochastik mitiniti-

iert und mitgetragen.

Biickeburg, im Dezember 2002 Heiko Knechtel



2 Daten und Prognosen

Hinweise zu den Unterrichtseinheiten

Wahrend die ersten zwei Unterrichtseinheiten (2.2 und 2.3) sich ausschlieRlich mit ,Daten® beschafti-
gen und die dritte Unterrichtseinheit (2.4) sich ausschlief3lich mit der Einfihrung des Wahrscheinlich-
keitsbegriffs beschaftigt, werden in den beiden zuletzt aufgeflihrten Unterrichtseinheiten (2.5 und 2.6)

beide Aspekte des Bausteins ,Daten und Prognosen® beleuchtet.

2.1 Rahmenrichtlinien - Baustein , Daten und Prognosen*

In allen Medien werden Schilerinnen und Schiler mit Datenmaterial und Aussagen Uber zuklnftige
Entwicklungen konfrontiert. Fir einen kompetenten Umgang mit Informationen sollen sie das Sam-
meln, Aufbereiten, Darstellen und Auswerten von Daten sowie darauf basierend das Erstellen und

Bewerten von Prognosen erarbeiten.

Um Daten zielgerichtet analysieren zu kénnen, mussen als Handwerkzeug die Darstellung und die
einfache Auswertung von Daten beherrscht werden. Vorhandene Vorkenntnisse aus dem Bereich der
beschreibenden Statistik sind in diesem Zusammenhang aufzubereiten und zu vertiefen. Zur Simulati-
on von Vorgangen und zur Darstellung und Auswertung von Daten sollen technische Hilfsmittel einge-
setzt werden. Mdgliche Manipulationen bei der Erhebung und bei der Darstellung von Daten sind im

Unterricht zu thematisieren.

Der Begriff der Prognose ist als Grundlage fiir einen allgemeinen Wahrscheinlichkeitsbegriff zu be-
handeln, der auch die Laplace-Wahrscheinlichkeit umfasst. Vor der Durchflihrung eines Experimentes
ist es sinnvoll, eine Erwartungshaltung beziiglich des Ausganges in Form einer Prognose zu formulie-
ren, die nach der Durchfiihrung kritisch Uberprift und ggf. revidiert wird. Erst im Anschluss an die Ge-
genulberstellung von Voraussagen und Ergebnissen sollte man zu einer altersgemafien Begriffskla-
rung Ubergehen. Hierzu werden bei der Durchfilhrung von Zufallsexperimenten berwiegend Nicht-

Laplace-Objekte gewahlt.



Inhalte und Verfahren

Hinweise

Zielgerichtet Daten sammeln, geeignet darstellen und aus-
werten

Daten gewinnen durch
Experimente, Beobachtungen oder Befragungen
Nutzung bereits verfligbarer Daten
Zufallszahlen, Verwendung des Zufallszahlengenerators
Daten darstellen und auswerten
Haufigkeiten bestimmen
Lagemale (Mittelwert, Zentralwert (Median))

Datenmengen darstellen (Tabelle, Streifen-,
gramm, Histogramm)

Durchfiihren und Auswerten von Zufallsexperimenten

Prognose - relative Haufigkeit - Wahrscheinlichkeit als Vor-
aussage uber die relative Haufigkeit

Verbesserung der Prognose durch Erkenntnisgewinn
empirisches Gesetz der groRen Zahlen (propadeutisch)
Eigenschaften der relativen Haufigkeit/Wahrscheinlichkeit
Berechnen von Wahrscheinlichkeiten
Laplace-Wahrscheinlichkeit als Sonderfall

klassische Zufallsexperimente (Minze,
Glicksrad)

Simulationen

Kreisdia-

Urne, Wiirfel,

VERNETZUNG
Symmetrie (3.2.4),
Funktionsbegriff (3.2.7)

Zahl, Mittelwert, Wahrscheinlichkeits-
begriff als fundamentale Ideen

Vertiefung geometrischer und alge-
braischer Grunderfahrungen

DIDAKTIK/METHODIK

fachibergreifendes und projektbezo-
genes Arbeiten

handlungsorientiertes und experi-
mentelles Arbeiten, auch unter Ein-
satz technischer Hilfsmittel

ERWEITERUNG
Boxplotdarstellung
einfache Streuungsmalie

(aus: Niedersachsisches Kultusministerium: Rahmenrichtlinien fir das Gymnasium, Schuljahrgange 7-10, Ma-

thematik. Anhdrfassung 2002, Seite 17)



2.2 Fragebogen - Daten erheben und auswerten

Anhand der Auswertung eines Schilerfragebogens werden grafische Darstellungsformen wie Stab-,
Saulen-, Streifen- und Kreisdiagramm mit Hilfe von Expertenmaterialien erarbeitet. In diesem Zusam-
menhang erfolgt eine Einfihrung in den Prozentbegriff. Die Lagemalfie Mittelwert und Median werden
zum Vergleich von Stichproben herangezogen. Die Darstellungsform Boxplot zur Visualisierung der
Lagemalle kann handlungsorientiert eingefuhrt werden.

Die Sequenz ist so angelegt, dass sie als erste Unterrichtseinheit in Jahrgang 7 unterrichtet werden
kann. Sie ist als Einbettung in die Klassenfindungsphase zu Beginn des Schuljahres konzipiert und
eroffnet darlber hinaus Kooperationsmdglichkeiten mit den Fachern Deutsch und Englisch etwa im
Rahmen einer Klassenzeitung. Ferner bietet sie Mdglichkeiten, Stoffe aus den vorausgegangenen

Jahrgangen (Bruchrechnung, Dezimaldarstellung, Winkel) zielgerichtet aufzugreifen.

Besondere Materialien/Technologie: Dauer der Unterrichtseinheit:

TR hilfreich; Tabellenkalkulation, GTR und Inter- | 10 Unterrichtsstunden (bei Einfihrung von Neuen

net lassen sich sinnvoll integrieren Technologien entsprechend langer)

Gliederung

2.2.1  Unterrichtssequenz 11

2.2.2  Materialien 15
M1 Fragebogen 16
M2-5 Expertenmaterial 18
M6  Aufgaben 22
M7 Datenerfassung in einem Boxplot 24
M8 Eingabe von Daten in Listen und Erstellung eines Histogramms (mit dem TI-83) 25
M9 Erstellung eines Boxplots (mit dem TI-83) 26
M10 Hinweise zur Diagrammerstellung mit Excel 27
M11 Startseite des Webquest 31

2.2.3  Literatur 32

2.2.4  Kontakt 32
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2.2.1 Unterrichtssequenz

Uberblick lber die Sequenz
1. Std. Projektvorstellung, Planung des Fragebogens
2. Std. Fragebogen, Datenaufbereitung in Gruppen
3.+4. Std. Gruppenarbeit zur Datendarstellung mit Expertenmaterial
5.+6. Std. Prasentation und Sicherung: Darstellungsformen und Mittelwert
7.+8. Std. Relative Haufigkeiten und Prozentbegriff
9.+10. Std. Lagemale: Mittelwert und Median; Darstellung im Boxplot
1. Stunde

Inhalt

Als erste Unterrichtseinheit in Jahrgang 7 kdnnte im unmittelbaren Zusammenhang mit dem Kennen-

lernen der Schilerinnen und Schiler in der neuen Klasse ein Projekt initiiert werden unter dem Motto:

»Wir lernen uns kennen®. Die Ergebnisse kénnten in die Erstellung einer gemeinschaftsstiftenden

Klassenzeitung, -CD oder -Homepage einflief3en.

Dazu wird gemeinsam mit der Klasse ein Fragebogen geplant. Im Hinblick auf eine nachfolgende ma-
thematische Auswertung sollten dabei qualitative und quantitative, diskrete und stetige Daten Bertick-

sichtigung finden. Ein Vorschlag fiir einen solchen Fragebogen findet sich unter Material M1a.

Erweiterung/Vernetzung

Bei einem solchen Klassenprojekt bietet sich eine Zusammenarbeit mit den Fachern Deutsch oder

Englisch an: Die Textformen Bericht und Reportage sowie das Thema Freizeitverhalten sind dort im

Curriculum vorgesehen.
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2. Stunde

Inhalt

Der Beginn dieser Stunde wird durch das Ausfiillen des Fragebogens gestaltet. Im Anschluss ist es
sinnvoll, die Schilerinnen und Schiiler Hypothesen Uber mdgliche Ergebnisse des Fragebogens bil-
den zu lassen. Zur Fixierung fir die 6. Stunde sollten die Hypothesen z. B. in einem Fragebogen auf
Folie festgehalten werden. Es ist zu erwarten, dass Schulerinnen und Schiler bereits an dieser Stelle
~Durchschnittswerte“ nennen, die helfen kénnen, diesen intuitiven Mittelwertbegriff spater aufzugrei-
fen.

Zur Auswertung des Fragebogens sollten Gruppen gebildet werden, die jeweils eine Frage des Fra-
gebogens bearbeiten. Zur Sicherheit kdnnten je zwei Gruppen einer Frage der Erhebung zugeordnet
werden. Methodisch zweckmaRig ist es dabei, die Fragebdgen doppelt ausfiillen zu lassen und dann
in je eine Fragekategorie zu zerschneiden. Das Datenmaterial wird mit dem Erstellen von Urlisten

(z. B. Strichlisten) ausgewertet.

Erweiterung/Vernetzung
Wenn der Wunsch besteht, die Daten noch unter weiteren Aspekten auszuwerten (Korrelation etc.),
muss jeweils ein Original aufgehoben werden. Auch in diesem Sinne ist eine farbliche Geschlechter-

unterscheidung beim Ausfillen sinnvoll.

3.+ 4. Stunde

Inhalt

Nach Erfassung und Aufbereitung der Daten in Urlisten ist es notwendig, die Darstellung der Daten im
Unterrichtsgesprach zu problematisieren. Hier kdnnte z. B. an den WUK-Unterricht der Orientierungs-
stufe oder an Beispielen aus Zeitungen angekniipft werden. Als Alternative zu erklarenden Darbietun-
gen im Lehrervortrag sollen hier sogenannte Expertenmaterialien eingesetzt werden (Materialien
M2-5). Diese sind so strukturiert, dass die Schilerinnen und Schiiler sich das benétigte Wissen tber
die Darstellungstypen eigenstandig aneignen kdnnen. Hierbei wird grundsatzlich noch mit absoluten
Haufigkeiten hantiert. Uber eine Aufgliederung der Fragen zu Darstellungsformen (vgl. Material M1b)
ist die Lehrkraft in der Lage, den Gruppen das Expertenmaterial zweckmaRig zuzuteilen. Zu bertick-
sichtigen ist, dass das Kreisdiagramm einer leistungsstarkeren Gruppe zugeordnet wird.

Das Wissen aus dem Expertenmaterial wenden die Schilerinnen und Schiiler ibend beim Erstellen

der entsprechenden Diagramme in der Gruppenarbeit an. Ziel ist es, zunachst eine Ergebnisfolie oder

12



ein Ergebnisplakat zu erstellen, mit dessen Hilfe die Ergebnisse schliellich der Klasse prasentiert
werden.

In einer langerfristigen Hausaufgabe werden die Schilerinnen und Schiler aufgefordert, aus Zeitun-
gen, Schulbiichern etc. Diagramme zu sammeln, um fir die 8. Stunde gentigend Material zur Verfi-

gung zu haben.

Erweiterung/Vernetzung

Das Expertenmaterial bietet sich auch fiir Lernen an Stationen an.

5.+ 6. Stunde

Inhalt

Bei den Ergebnisprasentationen aus der Gruppenarbeit haben die Schilerinnen und Schiiler die Még-
lichkeit, ihr Wissen an ihre Mitschilerinnen und Mitschiler weiterzugeben. In einer Zusammenfassung
ist auch zu besprechen, welche Darstellungsform fir welchen Datentyp geeignet ist. Zur Sicherung
und Vertiefung des Verstandnisses miissen sich Ubungen zur Zuordnung von Datentyp und Dia-
grammform anschlieRen. Dazu bieten sich die Darstellung bereits bearbeiteter Daten in einem ande-
ren Diagrammtyp und Aufgaben wie in Material M6 an.

Da der Fragebogen zunachst ausgewertet ist, kann nun ein Vergleich mit den eingangs fixierten Aus-
gangshypothesen angestellt werden. Einige der erhobenen Daten werden sicherlich Gber dem ,Durch-
schnittswert” der Hypothese liegen, andere darunter, so dass in diesem Rahmen der Begriff des Mit-

telwerts geklart werden kann.

Erweiterung/Vernetzung
Die Zeichnung von Kreisdiagrammen bietet eine gute Mdglichkeit zur Wiederholung von Winkelgréen

und Bruchteilen.

7.+ 8. Stunde

Inhalt

Da bislang mit absoluten Haufigkeiten gearbeitet wurde, muss jetzt die relative Haufigkeit thematisiert
werden. Zur Motivation bietet sich der Vergleich von Daten der eigenen Klasse mit Daten einer ande-
ren Klasse an. Es ist sinnvoll, méglichst fiktive Daten zu verwenden, die im geeigneten Kontrast zu
den Umfrageergebnissen stehen. Dabei ist u. a. eine andere Schiilerzahl wichtig. In Anlehnung an

Frage 3 des Musterfragebogens (Material M1a) konnte z. B. gefragt werden, welche Klasse sich mehr
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fur Fullball, Reiten, Volleyball u. a. begeistert. Damit ist die Grundlage fur den Begriff der relativen
Haufigkeit gelegt. An dieser Stelle schlie3t sich eine Wiederholung zum Vergleich von Bruchzahlen
und zur Darstellung von Dezimalbriichen an. Ebenso Iasst sich hier sinnvoll der Prozentbegriff einflih-
ren. Die erworbenen Kenntnisse missen durch hinreichend viele Ubungen (siehe Schulbuch) gefestigt
werden.

Die Schilerinnen und Schler sind nun in der Lage, ihre Klassendaten ,professionell“ auch mit Pro-
zentangaben darzustellen, so dass dann eine Endredaktion flr das Projekithema (z. B. Klassenzei-
tung) erfolgen kann.

Nun ist auch der Zeitpunkt gekommen, die langfristige Hausaufgabe zu besprechen. Dazu sollten die
gesammelten Statistiken z. B. auf Plakaten zusammengetragen werden. Fir den Fall, dass von den
Schilerinnen und Schiilern keine Falle von ,Tauschungs-Statistiken“ mitgebracht werden, sollte die

Lehrkraft fiir geeignete Beispiele sorgen (siehe Lit. [2]).

Erweiterung/Vernetzung

Als methodische Erganzung liefe sich hier gut ein GTR oder eine Tabellenkalkulation zum Einsatz
bringen: Beim Aufnehmen von Datenlisten, beim Darstellen der Daten in Histogrammen etc. sowie
beim Berechnen von Mittelwerten kdnnen grundlegende Fertigkeiten erworben werden (vgl. Material
M8-M10).

Sind Neue Technologien (NT) zum Einsatz gekommen, kénnen die erstellten Diagramme fiir die End-
redaktion des Projekts genommen werden. Weiterhin ist es mdglich, die Vergleiche im Falle einer Ko-
operation mit den Fachern Deutsch und Englisch dort inhaltlich aufzuarbeiten.

Mit Hilfe von [Lit. 2] und [Lit. 4] bietet es sich an, ausfUhrlicher ,TAuschungs-Statistiken* zu thematisie-

ren.

9 + 10. Stunde

Inhalt

Zur Problematisierung des Mittelwertes und des Medians wird noch einmal eine Frage aus dem Fra-
gebogen aufgegriffen. Man lasst dazu die Dauer des TV-Konsums der eigenen Klasse mit der einer
(fiktiven) anderen vergleichen. Dabei sind die fiktiven Daten so zu wahlen, dass sich ein annahernd
gleicher Mittelwert, aber eine vollig andere Streuung der Daten ergibt (vgl. Material M7). Die Einzelda-
ten koénnten auf Zettel geschrieben und diese an der Tafel oder Wand sortiert werden, nach

a) Daten groRer/kleiner als der Mittelwert

b) der GréRe (Ranking).

Um nicht mit zu vielen Zetteln hantieren zu missen, kann eine Trennung der Betrachtung in Madchen

und Jungen vorgenommen werden. Eine denkbare Visualisierung des Begriffs Median als Zentralwert

14



ware, jeweils links und rechts von der sortierten Datenreihe einen Zettel wegzunehmen. Hat man vo-
rausschauend gerade und ungerade Anzahlen von Datenzetteln beachtet, ist auch die Grundlage zur
Ermittlung des Medians gelegt. Zur Ubung kénnen &hnliche Daten herangezogen werden, wie z. B.:
Taschengeld (siehe Material M6, Aufgabe 4), SchuhgréRen, KoérpergrofRen. Auch die gangige Praxis
der Durchschnittsbildung beim Ausfall von Klassenarbeiten kann kritisch hinterfragt werden.

Erweiterung/Vernetzung
Als Erweiterung bietet sich gerade beim Einsatz von NT die Erstellung eines Boxplots an (vgl. Material
M9). Daran kénnte sich die Betrachtung einfacher Streumale wie Spannweite und Quartile anschlie-

Ren.

Mogliche Weiterfihrungen

Nach Abschluss dieser Unterrichtssequenz kénnte der Unterricht sinnvoll fortgesetzt werden mit:
1) Durchflihrung und Auswertung von Zufallsexperimenten

2) WeiterfGhrung der Prozentrechnung

2.2.2 Materialien
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Material Ml1a: Fragebogen

Fragebogen

wichtig:

Alle M&dchen fullen bitte den Fragebogen mit einem roten Stift aus, alle Jungen mit einem blauen.

1.) Wie viel Zeit verbringst du vor dem Fernseher?

2.) Welche Sendungen interessieren dich besonders?
Verteile insgesamt 100 Punkte so auf die Bereiche, wie es deinen Gewohnheiten entspricht!

Stunden

Serien und Spielfilme Punkte
Musiksendungen und Shows Punkte
Politiksendungen und Nachrichten Punkte
Kinder- und Jugendsendungen (z. B. Zeichentrick) Punkte
Dokumentationen (Natur, Wissenschaft, Geschichte) Punkte
Sportsendungen Punkte
3.) Welche Sportarten betreibst du? Trage sie in die Felder ein!
1. 2.
4. 3.
4.) Wie viele Stunden Sport betreibst du insgesamt pro Woche?
Stunden
5.) Wie viel Taschengeld erhaltst du im Monat?
€
6.) Wie lang ist dein Schulweg?
km

7.) Welches Verkehrsmittel benutzt Du?

16




Material M1b

Zuordnung der Fragen zu moglichen Auswertungskategorien

Darstellungsform

Saulendiagramm

Kreisdiagramm

Histogramm

Streifendiagramm

Median, Boxplot

Fragethematik

Zeit vor dem Fernseher, TV-Sendungen

Sportarten, Verkehrsmittel

Taschengeldhdhe, Schulweglange

Verkehrsmittel, TV-Sendungen

Taschengeldhdhe, Schulweglange, Fernsehdauer

17



Expertenmaterial M2

Saulendiagramm

Die Klasse 9c besteht aus 21 Schilerinnen und Schiilern. lhre SchuhgrofRen sind in der folgenden
Tabelle aufgelistet.

38[39(39|38|37(41(41|41|42|40/39|37|40|36|41|39|40(42|37|40|40

Diese Daten kann man folgender Weise in einem Saulendiagramm darstellen:

Saulendiagramm

6
5 |
S 4
N
]
= 3
e
(@]
0p] 2
| J I l
0 n T T T
36 37 38 39 40 41 42
SchuhgroéiRe
Aufgaben:

a) Beschreibe, wie die Daten der Tabelle in dem Diagramm dargestellt werden.

b) Erstelle ein entsprechendes Saulendiagramm fiir deine Fragebogenfrage.

c) Erstelle ein neues Saulendiagramm, das Madchen und Jungen unterscheidet. Zeichne dabei
die Saulen fur die Madchen rot und die fiir die Jungen blau.
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Expertenmaterial M3

Streifendiagramm

Die Klasse 9c besteht aus 21 Schilerinnen und Schiilern. lhre SchuhgrofRen sind in der folgenden

Tabelle aufgelistet.

38(39|39|38|37|41|41(41/42|40|39

37

40

36

41

39

40

42|37

40

40

Diese Daten kann man folgender Weise in einem Streifendiagramm darstellen:

Streifendi

ram

|

Aufgaben:

m41
42

a) Beschreibe, wie die Daten der Tabelle in dem Diagramm dargestellt werden.

b) Erstelle ein entsprechendes Saulendiagramm fiir deine Fragebogenfrage.
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Expertenmaterial M4

Kreisdiagramm

Die Klasse 9c besteht aus 21 Schilerinnen und Schiilern. lhre SchuhgrofRen sind in der folgenden
Tabelle aufgelistet.

Schuhgréfle 36 | 37 | 38 | 39 | 40 | 41 | 42

Haufigkeit des Vorkommens | 1 3 2 4 5 4 2

Die Haufigkeiten der verschiedenen Schuhgréfen sollen in einem Kreis als ,Tortenstlicke” eingetra-
gen werden. Einem Kreis entsprechen 360°. Der Haufigkeit einer SchuhgréRe entspricht dann der
entsprechende Bruchteil.

4

Beispiel: Die Schuhgrofie 41 kommt 4-mal vor, also berechnen wir den E-ten Teil von 360°:
O 4 (o]
Rechnung: 360 31 ~ 69

Kreisdiagramm

W36

W38
039
@40
o4
O42

Aufgabe:
Erstelle ein entsprechendes Kreisdiagramm flir deine Fragebogenfrage.
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Expertenmaterial M5

Histogramm

Die Basketball-Mannschaft der amerikanischen NBA besteht aus 30 Spielern. Sie haben ihre Kérper-
grélRen in cm gemessen und in der folgenden Tabelle aufgelistet.

206 | 213 | 201 | 193 | 185 | 188 | 196 | 208 | 191 | 206

193 | 193 | 203 | 208 | 198 | 183 | 203 | 211 | 203 | 196

198 | 198 | 201 | 213 | 185 | 185 | 211 | 201 | 211 | 201

Anzahl

KorpergrofRe incm

Fur die Darstellung im Diagramm wurden die Kérpergrof3en in gleich groRRe Klassen von je 5 cm Breite
zusammengefasst. Zum Beispiel wurden alle Spieler zusammengezahlt, die mindestens 185 cm, aber
kleiner als 190 cm grof3 sind. Man schreibt dafiir als Kurzschreibweise: [185;190[. Alle Werte, die in

diesem Bereich liegen, werden dann durch die Saule dargestellt.

Aufgaben:

a) Welche Korpergréfien gehoren zu der Klasse [210;215[? Wie viele Spieler sind in dieser Klas-
se?

b) Wie verandert sich das Histogramm, wenn jede Klasse nicht nur 5 cm, sondern 10 cm um-
fasst?

c) Erstelle ein entsprechendes Histogramm fiir deine Fragebogenfrage.
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Material M6: Aufgaben
Aufgabe 1

672 Schulerinnen und Schiiler wurden zu der Frage ,Sollen Hausaufgaben in der Schule abgeschafft
werden?” interviewt. Es ergab sich folgende Auswertung:

& = L s T .
‘6')?: ()] > € c o
=gt 5 ot 53 2%
5 L = 0 £
D & © (S v o 25
Q O © — T ®» 7]
[«=RN7] c 175 c ‘*5_0
=) Ty = Iy <©
Stimmen 94 244 119 161 54

Anteil als gekirzter Bruch

Anteil als Dezimalzahl

Aufgaben:

a) Fdlle die Licken der Tabelle.
b) Stelle die Anteile in einem Kreisdiagramm dar.

Aufgabe 2

Fir eine Klassenfahrt sind insgesamt 150 € zu bezahlen. Davon entfallen 36 € auf die Unterkunft, 60 €
auf die Verpflegung, 42 € auf die Busfahrt. Der Rest ist fur Eintrittsgelder und andere Ausgaben ge-
plant.

Stelle die Anteile in einem Streifendiagramm dar (mit Prozentangaben).

Aufgabe 3

Wegen eines groflen Lochs in der Mannschaftskasse haben die Trainer zweier Ful3ballmannschaften
die Taschengeldhohe ihrer Spieler erfragt (Angaben in €).

Fortuna| 10 | 20 | 26 | 10 | 15 | 20 | 20 | 30 | 15 | 30 | 15 | 25

Kickers | 30 | 10 | 40 | 10 | 10 | 15

a) Stelle die Daten in Form eines Saulendiagramms dar.
b)

Berechne den Mittelwert des Taschengeldes flr beide Mannschaften und vergleiche sie mit
dem Diagramm. Was fallt dir auf?
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Aufgabe 4

Unten findest du eine Tabelle der monatlichen Niederschlage in 2 Orten.

a) Stelle die monatlichen Niederschlagsmengen fiir beide Orte in einem Saulendiagramm dar.

b) Berechne jeweils den Mittelwert (Durchschnitt) und trage ihn in deinem Diagramm ein.

c) Wo kdénnten diese Orte liegen? Beschreibe das Klima in dieser Region.

Monat Jan. | Feb. | Marz | Apr. Juni Aug. Okt. Dez.
O.rtA: R 80 | 61 50 | 48 | 18 8 2 18 | 39 | 74 | 82 | A
Niederschlage (mm)

Ort B:

. R 50 | 39 | 37 | 37 | 41 | M 56 | 58 | 48 | 57 | 61 | 46
Niederschlage (mm)
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Material M7

Datenerfassung in einem Boxplot

TV-Konsum einer 7. Klasse pro Woche in Stunden (einschlielich Video und Videospiele):

Madchen (15| 8 |[25|20(60| 4 14| 6 | 5|30 1 |7
Jungen 5|30(10|10| 7 |20]21|30| 5 |45|25

Schritte zur ,handischen” Erstellung eines Boxplot:

24

5)

Daten getrennt nach Madchen und Jungen auf Zetteln gleicher Breite notieren.
Mit Hilfe von Toilettenpapier wird ein Zahlenstrahl auf dem FuRboden erzeugt. Dabei gibt die
Perforation der Blatter die Skalierung vor (s. Abb.).
Zettelhaufen jeweils auf dem Fullboden langs des Zahlenstrahls der GréRe nach anordnen,
so dass eine Zettelkette entsteht (gleiche Zahlen werden (ibereinander gelegt).
Finden des Medians: Handelt es sich um eine ungerade Anzahl von Zetteln wie bei den Jun-
gen, so gibt der Zettel, der genau in der Mitte der Zettelkette liegt, den Median (Zentralwert)
der Daten an. Handelt es sich hingegen um eine gerade Anzahl von Zetteln, so ist der Median
der Mittelwert der beiden Zahlen in der Mitte der Kette.
Beispiel: Der Median der Madchen-Daten ist dann 11;

der Median der Jungen-Daten ist dann 20.
Finden der Quartile: Das erste Quartil ist der Median derjenigen Werte, die unterhalb (links)
des bereits bestimmten Medians liegen, das dritte Quartil entsprechend dem Median derjeni-
gen Werte, die oberhalb (rechts) des bereits bestimmten Medians liegen. Die Quartile begren-
zen die ,Box" von links und rechts. In ihr liegen die mittleren 50% aller Daten.
Finden von Minimum und Maximum: Der kleinste Wert auf der Zettelkette, also das linke
Ende der Kette, heit Minimum, der grofite Wert Maximum. Minimum und Maximum begren-
zen den Boxplot, sie bilden die Enden der ,Antennen” (s. Abb.). Die Differenz des Maximums
und Minimums nennt man Spannbreite.

Madchen f

¥ L L v \J 1 Y T
' ! b 1 '
SEEERENEEEEE RS
1 A A 1 A 1 i i i i L J 3
E@ @g’z@ @ Madchen | Jungen
g [ Minimum 1 5
1. Quartil 55 7
- -4 | Median 11 20
Maximum 60 45
Mittelwert | 16,25 18,9




Material M8

Eingabe von Daten in Listen und Erstellung eines Histogramms (mit dem TI-83)

Die Basketball-Mannschaft der amerikanischen NBA besteht aus 30 ;Ed CALC TESTS
11
=

Spielern. Sie haben ihre Korpergrofien in cm gemessen und in der fol- it...
genden Tabelle aufgelistet: SortAL
St SortDo
206; 213; 201; 193; 185; 188: 196; 208; 191; 206 4iClrlList
193; 193; 203; 208; 198; 183; 203; 211: 203; 196 2: SetUrEditor
198; 198; 201; 213; 185; 185; 211; 201; 211; 201
Bild 1
1. Eingabe der Tabelle in Listen L1 Lz L= i
T | o __
[STAT], [EDIT], 1:Edit, L1 auswahlen (Bild 1). 13

Mit dem Cursor auf die erste Zeile von L1 fahren und den ersten | jg3
Wert der Tabelle eingeben. Nach dem Dricken von [ENTER] | 1iBE
springt der Cursor automatisch in die nachste Zeile, dann néachsten | jgg
Wert eingeben usw. (Bild 2).

LIty =2ZH6
Bild 2
2. PLOT-Einstellungen Flokz Flok:
ﬁﬂﬂﬂ-‘
[2nd], [Y=], [1],[ENTER] fiihrt zu PLOT1 (Bild 3). =E H]I'T E s
Cursor auf , [ENTER] ( ' schaltet spater den PLOT1 wieder . = Eal
aus). H115+:-L 10
Mit dem Cursor die Eingaben anlaufen und mit [ENTER] bestatigen: Fres:1
Type: (Histogramm) ®
Xlist: Liste in der die Tabellenwerte stehen (Eingabe: [2nd], [1]) Bild 3
Freq: Haufigkeit der Werte (hier einfach)
3. Diagrammeinstellungen (Koordinatensystem) festlegen LW THDOO
Amin=12H
a) Automatisch: [ZOOM], [9] fiihrt zu ZOOMStat und zum Plotten | mmax=22H
der Daten. Asc1=5
b) Manuell: (Bild 4) Werte tiber [WINDOW] einstellen oder nachbes- | WFin= =3
sern. Ymax=11
Entsprechend der Klasseneinteilung wahlt man: EE":' 1 f%
Xmin: unterste Intervallgrenze - Fes=
Xmax: oberste Intervallgrenze Bild 4

Xscl: Klassenbreite Fi:L1
[GRAPH] zeichnet entsprechend den Window-Einstellungen den |-
Daten-Plot. Der Plot kann wie ein Funktionsgraph mit [TRACE],
[Cursor rechts, links] ausgewertet werden (Bild 5).

4. Weitere PLOTs zeichen

min=1910
maxi18s n=4

Uber PLOT2 und PLOT3 kénnen nacheinander oder gleichzeitig
weitere Plots dargestellt werden.

Bild 5

Wichtig: Wird der PLOT1 nicht mehr bendétigt, sollte er wieder
ausgeschaltet werden, da sonst Fehlermeldungen erscheinen.

25



Material M9

Erstellung eines Boxplots (mit dem TI-83)

Die Daten des Histogramms werden tGbernommen, Punkt 1 ist also wie oben, danach folgt Punkt 5.

5. PLOT-Einstellungen F 1okl
[2nd], [Y=], [1], [ENTER] fiihrt zu PLOT2 (Bild 6). pe ! 2 L ds
Cursor auf , [ENTER] (' schaltet spater den PLOT2 wieder Hh- Juf [
aus). alistily
Mit dem Cursor die Eingaben anlaufen und mit [ENTER] bestati- Frey!]
gen:
Type: (Boxplot)
Xlist: Liste in der die Tabellenwerte stehen (Eingabe: [2nd], [1] ) Bid 6
Freq: Haufigkeit der Werte (hier einfach)
Hinweis: Type: [I(ModBoxplot) stellt die Ausreiler (Punkte, die
1.5 *innerer Quartilbereich auRerhalb der Quartile liegen) einzeln
aullerhalb der Ausreildergrenzen mit dem ausgewahlten Mark,
oder + oder [ dar.
Mit Trace kann man die markanten Werte ablesen.
6. Diagrammeinstellungen (Koordinatensystem) festlegen
[ —— —
Automatisch: [ZOOM)], [9] fUhrt zu ZOOMStat und zum Plotten des [

Boxplots.

Wichtig: Wird der PLOT1 nicht mehr bendétigt, sollte er wieder
ausgeschaltet werden, da sonst Fehlermeldungen erscheinen.

Bild 7
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Material M10

Hinweise zur Diagrammerstellung mit Excel

1. Erstellen eines Saulendiagramms (Expertenmaterial M2)

Spalte mit absoluten
Haufigkeiten markieren
(s. Abb.), Schaltflache

Wl \shien

Diagrammtyp  ,Saule”
mit ,Weiter* bestatigen.
Es erscheint das rechte
Fenster

Registerkarte  ,Reihe”
wahlen

Cursor in das unterste
Feld ,Beschriftung der
Rubrikenachse (X)“ set-
zen (linkes Bild)

mit der Maus die Spalte
mit den Schuhgréfen
markieren; danach er-
scheint das rechte Bild

.Weiter* anwahlen

bei Rubrikenachse (X)
Schuhgréflle eintragen,
bei Groflenachse (Y)
Schulerzanhl

danach  ,Fertigstellen®
wahlen

A

C

[~ e ik E—— 1L

[ |

=
- % .
[ PR, T — S R Ty
g | e | Tt |t |
. A N ET =TT T |
- = =t = | R e e v, pevee
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2. Erstellen eines Kreisdiagramms (Expertenmaterial M4)

¢ Vorgehensweise wie beim Sau-
lendiagramm

e die Beschriftungsart kann man
Uber das Kontextmeni (Dia-
gramm mit rechter Maustaste
anklicken) auswahlen.

F Elssroyite mmms

T i apmredaraynios reman
[Py

= Brargainas waegen

ol




3. Erstellen eines Streifendiagramms (Expertenmaterial M3)

e als Diagrammtyp ,ge-
stapelte Balken® wahlen

e danach erscheint das
rechte, leider unge-
winschte Bild; deshalb:
Reihe in ,Zeilen” anwah-
len

| it | oo [ewws | | 5 S | oot [T ] |

e Registerkarte  ,Reihe* ] Tt TR =

e hier kann die Legende J_ = e
durch Eingabe der Na- e s
men z. B. ,39“ fir Da- o =

tenreihe 4 entsprechend
formatiert werden

- ra wri == e =

Larrenme |-'...+|-|.||. |;|..| : : k| -
E .| e I b1}
T = [ .
T et =] gy R ﬂ
i | e |

B R e i £ 11 N

| P Pl I [ e et | _egwn [ o | by |

Anmerkung:
Im Expertenmaterial M3 wurde das Streifendiagramm folgendermafien weiterbearbeitet:

(1) Muster statt Farben; dazu den MenUpunkt ,Datenreihen formatieren“ im Kontextmenii anwahlen
(man kann jede Flache des Diagramms einzeln anklicken).

(2) Unter ,Diagrammoptionen” (Kontexten() Rubrikenachse, GréRenachse und Gitternetzlinien deak-
tivieren.

(3) Uberlagerung des Diagramms in Word z. T. mit ,Karopapier®. Dazu Tabelle innerhalb eines Text-
feldes erzeugen, Spaltenbreite und Zeilenhéhe auf genau 0,5 cm einstellen, ,keine Linie“ und
.keine Farbe® im Menu ,Textfeld formatieren wahlen, Anpassen der GréRRe des Diagramms an die
Kastchen.

29



4. Erstellen eines Histogramms (Expertenmaterial M5)

e Eingabe der Klassen A | B | T sial
keiten in die Tabelle 2 ([185.190] 3 :-H .'j“ r
e erzeugen eines norma- 3 1[190;195] 4 |
len  Saulendiagramms )
wie in 1. beschrieben 4 (195,200 5 "
5 |[200:205] b i —
6 |[205,210] 4 iiﬂ k“‘“"fE
7 |[210:215] 5 B S R
! -l". & -l"r i ..Ir 3 -|"
5 |[215:220] i ALl

[ ] e |

¢ im Menu ,Datenreihen formatieren® die Registerkarte ,Optionen“ wahlen und dort den Abstand der
Saulen auf ,,0“ setzen
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Material M11: Startseite des Webquest

/

IFIFEZET

=

kS IE

11ze4 = bunjamag __ :m___m:@_

uayabiop _ agebjny _

bunaynyui3

Hessoy ‘A weylom ‘9ds-2110 unibis ‘sdwen youin ‘uuewsiy) JeBipny ‘saydory unibis

£ @)jnjsuasse|y

bunjjaisieq 24yY! pun uajeq

uabesjwun uon bunjuamsny
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2.3 Sammeln, Darstellen und Auswerten von Wetterdaten

Der zentrale Inhalt der ersten Unterrichtssequenz ist die Darstellung und einfache Auswertung von

Daten. Hierzu werden auch eigene Temperaturdaten gesammelt. Die Beschaftigung mit diesen Daten

findet hierbei noch losgeldst von etwaigen stochastischen Fragestellungen statt.

Das Unterrichtsbeispiel bemiiht sich um eine facheriibergreifende Vorgehensweise und berticksichtigt

insbesondere Lerninhalte aus dem Erdkundeunterricht.

Lernziele:

Mittelwerte berechnen und interpretieren

o o s~ w DN R

Die Sammlung von Datenmaterial planen und Daten erheben
Daten im Koordinatensystem - mit und ohne Technikeinsatz - darstellen
Informationen aus Tabellen und Schaubildern gewinnen

Bewertungen vornehmen und Schlussfolgerungen ziehen

Auswirkungen einzelner Daten auf den Mittelwert experimentell untersuchen

Besondere Materialien/Technologie:

ggof.
TI-83 Plus, ca. 15 Thermometer

Temperaturdaten aus dem Internet,

(zur Demonstration ggf. auch Microsoft Excel)

Dauer der Unterrichtseinheit:

5 Unterrichtsstunden plus GTR-Handlingstibun-
gen

Voraussetzungen:

Negative Zahlen (nicht unbedingt erforderlich)

Gliederung

2.3.1 Unterrichtsablauf

34

Auswerten einer selbst erstellten Messreihe (Schultemperatur) (Material Schultempera-

tur)

Auswerten von ,Tagesgangen“ (Material Berlin)

Auswerten von ,Monatsgangen" (Material Hannover)

Simulation an einem ,Monatsgang" (Material Variation der Lésung)

2.3.2 Materialien

Material Zeitung

Material Schultemperatur
Material Berlin

Material Hannover

2.3.3 Kontakt

36
37
38
40
44
47
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2.3.1 Unterrichtsablauf

1. Stunde

Einstieg
Zeitungsartikel zum Temperaturrekord (Mat. Zeitung)

Frage: Wie erhalt man derartige Aussagen bzw. Be-
hauptungen?

In dem sich anschlieRenden Gesprach wird sicherlich
die Notwendigkeit der Datenerhebung als Basis fir
derartige Aussagen erkannt.

Dies bietet wiederum Anlass fur Schileraktivitaten.

Arbeitsauftrag

Geht in kleinen Gruppen 20 Minuten durch das Schul-
gebaude und tber den Schulhof und messt an min-
destens 5 Orten die Temperatur.

Lasst sich die Frage ,wie heil3 ist die Schule?* sinnvoll
beantworten?

Auswertung

Die Betrachtung des ungeordneten Datenmaterials er-
fordert eine strukturiertere Darstellung:

o Reflexion tber Darstellungsmdglichkeiten

e Sammeln der Datenpaare in einer Tabelle

e Berechnung einer ,Schul-Durchschnittstemperatur®

e ggf. ,Innen-MW*" und ,,AuBen-MW" unterscheiden

Hausaufgabe
Zeichne ein Schaubild (DIN A4) zu deinen erhobenen
Daten

die Messwerte werden z. B. auf
Karteikarten notiert, die an-
schlieRend an einer geeigneten
Flache ausgestellt werden

Zeichnung per Hand

2. Stunde

und
ggf.
Zuséatz-
liche
Stunde

Einstieg/Hausaufgabe

Schilerblatter an der Tafel zeigen

Hierzu eignen sich Stabdiagramme/Histogramme be-
sonders gut.

Evtl.: Berechnen von Mittelwerten

Die Lehrkraft zeigt vergleichsweise eine L&sung mit
dem TI-83.

Motivation
Bei gréReren Datenmengen erleichtern Hilfsmittel die
Arbeit. Wie geht das?

Einfihrung in den Umgang mit dem TI-83 anhand
der Lehrer-Lésung

e Dateneingabe als Daten in Listen

e graphische Darstellungsmdglichkeiten (STAT PLOT)
e Berechnung einer ,Schul-Durchschnittstemperatur®

Hausaufgabe
Datenmaterial aus dem Schulbuch plotten lassen

die manuell erstellten Zeichnun-
gen sollen nun mit einem TI-83-
Plot verglichen werden (Mat.
Schultemperatur)

Lehrer-Information:

evtl. ist eine zusatzliche ,Hand-
lingstunde" notwendig
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3. Stunde

Hausaufgabenvergleich
neues Problem
Prasentation der
Stadtteile

Temperaturtabellen fir Berliner

Arbeitsblatt 1: Tagesgange fir Temperaturen in Berlin
am 8. Juli 1991 (Quelle: Deutscher Wetterdienst)
Gruppenarbeit, arbeitsteilig

Nachdem die Graphiken einzeln mit dem TI-83 erstellt
wurden, sollen die vier verschiedenen Ergebnisse mit-
einander verglichen werden. Da die Graphen sehr
ahnlich aussehen, empfiehlt sich die gleichzeitige Dar-
stellung aller Graphen mit Excel (Mat. Berlin).

Auswertung der Gruppenarbeit

e Beschreibung des Tagesganges,
mum/Maximum

e Begrindung der Unterschiede auf Grund ortlicher
Gegebenheiten (Mikroklima)

o Durchschnitt aller 24 Werte

o grafisches/optisches Mittel einzeichnen

¢ Problematik der Tagesdurchschnittstemperatur

Mini-

Hausaufgabe
Plane eine Messung (Tabelle), um die Tagesdurch-
schnittstemperatur an deinem Wohnort fir einen Tag
zu bestimmen.

die erworbenen Fertigkeiten sol-
len durch eine ahnliche Aufgabe
gelibt und gefestigt werden

mit dem TI-83-Display lassen
sich sehr gut die Einzel-Plots
darstellen (Mat. Berlin-GTR)

Lehrer-Information:
Nutzung des STAT-Menis
CALC 1-VarStats

4. Stunde

Diskussion/mogliche anhand der

Hausaufgabe

e es missten 24 oder mehr Messungen durchgefihrt
werden.

e eine geringere Anzahl von Punkten reicht aus, um
den Kurvenverlauf naherungsweise zu bekommen,
z. B. 3 Punkte (Min., Max. und ein geeignet ausge-
wahlter Zusatzpunkt)

e das Mittel aus diesen drei Punkten fihrt schon zu
einem Wert nahe des bestimmten Mittelwertes, doch
lasst sich das Ergebnis durch geeignete Gewichtung
noch verbessern

Vorschlage

Information
der Deutsche Wetterdienst benutzt als Naherung die
Formel: (Temp(7 h) + Temp(14 h) + 2*Temp(21 h) / 4)

Aufgaben

1. Uberprife die Gultigkeit der Formel an den Ta-
gesgangen von Berlin.

2. Fuhre Messungen um 7 Uhr, 14 Uhr und 21 Uhr
an deinem Wohnort durch und berechne wie oben
die Tagesdurchschnittstemperatur.

die Naherung ist in der Regel
recht gut

es liegt ein gewichteter Mittel-
wert vor, wobei die Formel empi-
risch abgesichert ist
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5. Stunde

Arbeitsblatt Mat. Hannover

Vergleich der Tagesdurchschnittstemperaturen fir
Hannover im Februar der Jahre 2001, 2000, 1999,
1998

Problemstellung

Auf den anfanglichen Zeitungsartikel wird nochmals
verwiesen und die Frage gestellt: Ist ein auRRerge-
wohnlicher Tag an den vorliegenden Monatsgangen
ablesbar? (Zackensuche im Graphen)

Ergebnis

Es ergeben sich sehr unterschiedliche Temperaturver-
laufe. Um den Einfluss eines ,Ausreiler-Tages" ein-
schatzen zu kénnen, wird folgende vertiefende Aufga-
be gestellt:

Aufgabe/Experiment

Ersetze die Temperatur am 1. Februar 2001 durch den
Wert 20 Grad und berechne die gednderte Durch-
schnittstemperatur. Kalkuliere den Einfluss bevor du
rechnest!

Ergebnis

Diskussion und Vergleich:

¢ ein einzelner Wert ,geht im Monatsmittel unter”
o der gednderte Wert ,schlagt nur mit 1/30 durch®
¢ die Tagesgange sind ,glatt”

¢ die Monatsgange haben viele Zacken

(Mat. Hannover-GTR)

Variante:

Schiilerinnen/Schiler holen die
Daten aus dem Internet

(Mat. Hannover Excel-Lésung)

die Aufgabe ist mit dem TI-83
gut zu bewaltigen (Mat. Hanno-
ver, Variation der Lésung)

mit Excel arbeitet es sich sehr
bequem, da die Daten automa-
tisch aktualisiert werden

2.3.2 Materialien
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Material Zeitung

Februar startet mit Warmerekord

Temperaturen kletterten vielerorts tiber 20 Grad - Sturm tber Grof3britannien

HAMBURG. Die Deutschen er-
wachen aus dem Winterschlaf:
Nach Wochen eisiger Tempera-
turen und nasskalter Tage haben
Sonnenschein und Frihlingswet-
ter die Menschen am Wochen-
ende ins Freie gelockt. Dem
Deutschen Wetterdienst zufol-

ge war es der warmste Februar-
beginn seit mehr als 100 Jahren.
In  Baden-Wirttemberg und
auch Rheinland-Pfalz kletterten
die Temperaturen mancherorts
sogar Uber die 20-Grad-Marke.

Uber GroRbritannien und Irland

Quelle: Braunschweiger Zeitung vom 04.02. 2002

fegten hingegen orkanartige
Stirme hinweg. Zwolf Menschen
kamen ums Leben. Wegen des
Sturmes gerieten auf3erdem drei
Schiffe in Seenot - 44 Besat-
zungsmitglieder mussten in
dramatischen Aktionen gerettet
werden. dpa/afp

37



Material Schultemperatur

Mogliche GTR-Losung

Geht in kleinen Gruppen durch das Schulgebaude und tiber den Schulhof und messt an mindestens 5
Orten die Temperatur.

Schuilerinnen/Schuler bringen Datenpaare mit, bei denen Temperatur und Ort zusammengehdren.
Den Orten wird zweckmafRigerweise eine Nummer zugeordnet.

Die Auswertungen basieren auf folgenden fiktiven Daten:

L1 Lz L= c D | T 40
- ie gesammelten Temperaturen un rtsnum-
% I;_ """ mern sind in Listen abgelegt und bilden somit die
K : | Datenbasis fur die Arbeit mit dem GTR.
Y 18
3 i L1: Nummer des Messortes, hier (1) bis (6)
B 19k : . !
____________ L2: zugehorige Temperatur in ° C
Lziii=2.5

Anzeige der Listen im Menu STAT Edit

Fur eine rechnerbasierte grafische Auswertung bieten sich zwei prinzipiell verschiedene Mdglichkeiten
fur den Plot-Typ an:

e (Plot-Typ 1): Ortsnummern und Temperaturdaten bilden die x- und y-Achse
o (Plot-Typ 2): durch Temperaturklassenbildung ergibt sich eine Haufigkeitsverteilung

1. Die Daten der Temp.-Liste L2 werden tber der Ortsnummer L1 abgetragen

Fi:L1sL2 I"":}:HEIEE ] |
: AMAaXN=56. 0
Aecl=1
Mmin=-0
Mmax=21
o . . . . Werl=1
run=. =
Fid L E n=h.E ares=1 ”
Histogramm-Plot Typ 1 WINDOW-Einstellungen
. . Flakz Flokz
Temperaturverteilung in der Schule: Off
e di
(1): vor der Turnhalle HFe .ﬂIT E |Ii
(2): Schuleingang : =l 4
(3): Raucherecke Er].'_éit"l'_l;l
(4): Aula -

(5): Klassenraum
(6): Sekretariat

STAT PLOT-Einstellungen
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2. Durch Klassenbildung (Temperaturintervall) lassen sich Haufigkeiten fir das Auftreten von Mess-

werten darstellen.

Fe:le

min=17.9
max<1iB.Y n=1

Histogramm-Plot Typ 2

Die Information, wie viele Messwerte bei vorge-
gebener Klassenbreite im Temperaturbereich lie-
gen, ist gut zu entnehmen.

Zwecks Kontrolle kann man die Summe der Hau-
figkeiten bilden, sie muss mit den 6 Messwert-
Paaren uUbereinstimmen.

Die Klassenbreite beeinflusst die Darstellung er-
heblich.

Fg:iLe

r-'|in='.'-'.'El '
max<a.g n=x
Histogramm-Plot Typ 2
mit anderer Klassenbreite

I IR0
AMIR=F 3
amax=21
Hecl=.5
Ymin=-.5
Vmax=2.3
Y=cl=1
ares=1

WINDOW-Einstellungen

Xscl stellt die Klassenbreite auf 0,5 ° C en

Flokl Flotz  EEEE

!l of

gpas [ = I
HH-- HIH |-~

wlistilz

Freaq:l

STAT PLOT-Einstellungen

W I HOOh
AMIN=F . 3
amax=21
Aecl=1
Y/min=-.5
Ymax=3.5
Y=cl=1
ares=]1

WINDOW-Einstellungen

Xscl stellt die Klassenbreite auf 1,0 ° C en

Die Darstellung andert sich naturgemaf mit Variation der Klassenbreite. Man gewinnt einen Eindruck
davon, wie unterschiedlich der Datensatz als Temperaturverteilung optisch wirkt.

Zum Problem ,Wie heil} ist die Schule?*

Bei Verwendung des Plot-Typs 1 ist man geneigt, den optischen Mittelwert (mittlere Hohe im Stabdia-
gramm) als komprimierte beschreibende GroéRe zu wahlen. Wenn die Werte allerdings stark schwan-
ken - dies zeigt sich bei den Plot Typen 1 und 2 in unterschiedlicher Weise - ist sofort einsichtig, dass
bei alleiniger Mittelwertangabe der Uberblick verloren geht. Die Verteilungsdarstellung im Sinne des
Plot-Typs 2 erdffnet somit Mdglichkeiten zur Verbesserung im Sinne von differenzierterer Informati-

onsvermittlung.

Der Mittelwert MW aller Schultemperaturen liegt fiir obige Daten bei 13,6 ° C.

Er sollte ohne Anwendung des GTR Menus STAT-CALC standardméfig berechnet werden.

Eine zusatzliche Aufspaltung in ,Innen-MW* (8,3 ° C)und ,Au3en-MW" (19,2 °C) erscheint sinnvoll.
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Material Berlin

Tagesgang der Lufttemperatur in °C fur vier Standorte in Berlin

Aufgabe:
Zeichne alle vier Berliner Tagesgéange in ein Temperaturdiagramm.
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Material Berlin: EXCEL-L6sung

Gang der Tagestemperatur
fur 4 Standorte in Berlin

40,0

35,0

'Alexanderplatz Zehlendorf

30,0

25,0

Grunewald e Dahlemer Feld

20,0

Temperatur

15,0

10,0

5,0

0,0

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23
Uhrzeit



Material Berlin

g, MEinl: Th, 14h,
*21h

Muodian

Mittehweri: Th, 1dh, 21h

18,58
FiH |
28,8

fitatl: Tagoegang der Luftiomparatur [nCG an vier werschiodansn Stsndoram in Balin

I5E

Tabelle mit verschiedenen er-
gianzten Mittelwerten

42



Material Berlin: GTR-L6sung

I THOIDI
wmiln=a
amax=2=49
Ascl=1
Ymin=-5
Ymax=35
Yo l=5
mrres=1

WINDOW-Einstellungen

W THOOL
amln=Hl
amax=294
Ascl=1
Ymin=-5
Ymax=35
Y= 1=5
“ires=1

WINDOW-Einstellungen

I THOIDI
wmiln=a
amax=2=49
Ascl=1
Ymin=-5
Ymax=35
Yo l=5
mrres=1

WINDOW-Einstellungen

Flokz  Flok:
iﬁﬂDFF
el BE [ d
Hh- {IH |~

B .t o Pl
Alistilq
Y1ist:ilLc
Mark: o

STAT PLOT-Einstellungen

Tagesgang der Lufttemperatur in ° Cfr vier Standorte in Berlin

Fi:iLisLz L L L
- +

+ +
++ +*
I +
n+++++ 4

| Y=z2.2
Tagesgang der Temperatur fiir Zehlendorf

Fa:LisLz phabe,
I +t i,
O4 + +yq
L L

n=l Y=z

Tagesgang der Temperatur fir Alexanderplatz

PRI
| + +++++

+ +
':..-l-+++++ 1
= ¥=zn

Tagesgang der Temperatur fiir Grunewald

F1:L1.LE
] ++++++++
++ +
+ +
++ -|-.|._|

.:..-I-++++

n=l ¥Y=16.H
Tagesgang der Temperatur fir Dahlem
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Material Hannover

Tagesdurchschnittstemperaturen im Februar in Hannover

Monatsmittelwert 2,93 52 1,9
Monatsmedian 2,65 5,0 1,8
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Material Hannover: Excel Lésung

86 94 —
66 god

00 o4 —
L0 ged —

lanouueH ui be

8C G2.2C 6L 9L €L 0L 2 __.}L

0'GlL-
0°0L-
0'G-
00
0'G
0'0L
0'Gl

Jnjesadwa |

uainjesadwalieniqay 1ap abuebsjeuop
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Material Hannover: GTR-Ldsung

Die Tagesdurchschnittstemperaturen in Hannover ergeben die vier Monatsgéange

46

W IHOC
amin=a
amaE=2
Ascl=1
Ymin=-1@
Ymax=15
Ve l=2

mres=]

Flatz  Flok:
o
PE=EE R

WINDOW-Einstellungen

Fi:LiLE

n=1 ¥=-1.8

STAT PLOT-Einstellungen

Monatsgang der Temperaturen
fir Hannover im Feb. 01

F2:L1sL3

n=1 ¥=0.1

F3:L1sLY

n=1 ¥=Z.b

Monatsgang der Temperaturen
fur Hannover im Feb. 00

Monatsgang der Temperaturen
fur Hannover im Feb. 99

F1:L1.LE

n=1 ¥=-11.z

Monatsgang der Temperaturen
fur Hannover im Feb. 98




Material Hannover: Variation der Losung

Lésungen der experimentellen Aufgabe zum Mat. Hannover

Ersetze die Temperatur am 1. Februar 2001 durch den Wert 20 Grad, berechne die geanderte
Durchschnittstemperatur und vergleiche mit dem urspriinglichen Wert.

!

1-Mar Stat= LzA

L2 hat die urspriinglichen Daten

1-Var Stats
W=, 32142857
zx=82.1
2xe=812.70
Sx=d . 6H2E21483
ax=d4. 31325837
#n=28

Ergebnisse aus 1-Var Stats

1-Mar Stats=s
Th=23

mira= 4.7
=.25
Med=2. 65
Elz=5.85
.maxH=12.2

restliche Ergebnisse aus 1-Var Stats

2.3.3 Kontakt

Uwe Feyerabend
Uwe Bergmann
Andreas Mertins
Hubert Scholz

!

1-Yar Stat=s LzA

L2 mit gedndertem Datensatz: -1,9 => 20,0

1-Yar Stats
®=3.r 14285714
=104
xE=1289.14
Sx=0. 22851459
Tx=0. 421832088
=28

Ergebnisse aus 1-Var Stats

1-Var Stats
Th=22
minsa=-4.7
M=.4
Med=2.85
Lz=5. 85
maxs=2H

restliche Ergebnisse aus 1-Var Stats

Uwe.Feyerabend@t-online.de
bergmann-uwe@t-online.de
amertins@t-online.de

hubert_scholz@gmx.de
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2.4 Wadrfeln - Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten

Ausgehend von einem Nicht-Laplace-Experiment wird die Wahrscheinlichkeit als optimale Prognose
fur eine zu erwartende relative Haufigkeit definiert. Nach der auf diese Weise erfolgten experimentel-
len Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten werden Laplace-Experimente betrachtet und Wahrscheinlich-
keiten durch Symmetrieliberlegungen festgelegt. Als dritte Mdéglichkeit der Bestimmung von Wahr-
scheinlichkeiten wird die Simulation behandelt.

Besondere Materialien/Technologie: Dauer der Unterrichtseinheit:
empfohlen: Tabellenkalkulation zur Demonstration |8 - 10 Unterrichtsstunden
mdglich: grafikfahiger Taschenrechner

Gliederung

2.4.1  Einfuhrung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs 48
2.4.2  Ereignisse und Laplace-Experimente 52
2.4.3  Bestimmen von Wahrscheinlichkeiten durch Simulation 53
2.4.4  Materialien 54
245  Literatur 60
2.4.6  Kontakt 60

2.4.1 Einfuhrung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs

1. Stunde

Wiirfeln mit dem Lego-Vierer
In dieser Stunde sollen die Schilerinnen und Schiler Hypothesen lber zu erwartende relative Haufig-

keiten aufstellen und diese dann experimentell bestatigen oder revidieren.

Motivationsexperiment

Jede Schiilerin/jeder Schiler darf einen Lego-Vierer werfen, um tiber den Gewinn eines Smarties o. &.
zu entscheiden. Dabei muss vorher von jeder Schiilerin und jedem Schiler eine ,Gewinnseite" be-

grindet festgelegt werden.

Die Schulerinnen und Schiiler werden als Gewinnseite die Seite wahlen, die nach ihrer intuitiven Vor-
stellung ,héchstwahrscheinlich* beim Wurf oben liegen wird. In das Aufstellen dieser Hypothese ge-

hen u. a. Symmetrie- und Schwerpunktiiberlegungen ein.

48




Auswertung

Auswahl
Gewinn
Ja
Nein
Summe
Gewinnanteil

Die Frage, welche Gewinnbedingung die Schiilerinnen und Schiler bei einem 2. Spiel wahlen wiirden,
regt zur Analyse der Tabelle und der Reflexion der gewéahlten Gewinnbedingung an. Die Schulerinnen
und Schuler erkennen, dass die Betrachtung der Anteile eine bessere Vergleichsmoglichkeit bietet.
Aus der Tabelle ist ersichtlich, unter welcher Gewinnbedingung die relative Haufigkeit fir den Gewinn
groRRer war. Moglicherweise ist das Ergebnis jedoch Zufall, ein erneuter Versuch kdnnte andere relati-
ve Haufigkeiten ergeben. Trotzdem werden die Schilerinnen und Schiler bei einem zweiten Spiel die
Gewinnbedingung wahlen, unter der im vorherigen Durchgang der Anteil der Sieger am gréf3ten war.
Es ist den Lernenden klar, dass es bei keiner Gewinnbedingung eine 100%-ige Sicherheit gibt. Die
Gegenuberstellung der Ergebnisse zweier Spielrunden wirft die Frage auf, welches Ergebnis besser

die Gewinnchance angibt. Zur Beantwortung der Frage ist ein ausfuhrlicheres Experiment sinnvoll.

Untersuchung der relativen Haufigkeiten (ggf. Hausaufgabe)

Ein Lego-Vierer wird mit 1 (fir die Unterseite), 4 (fur die Oberseite mit den 4 Nippeln) und 2, 3, 5, 6

(an den Seitenflachen) beschriftet.

Problemstellung

Schatzt fur jede Seite, in wie viel Prozent aller Falle die jeweilige Seite bei einer groRen Anzahl von
Wiirfen erscheint. Tragt diese Werte in eine Tabelle ein und tberprift diese Schatzungen durch ein

Experiment.

Augenzahl 1 2 3 4 5 6 Summe

Schéatzung in %

Strichliste

absolute Haufigkeit

relative Haufigkeit
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2. Stunde

Empirisches Gesetz der grof3en Zahlen

Ergebnisvergleich

Die von den Schilerinnen und Schiilern erhaltenen absoluten Haufigkeiten werden z. B. in eine Excel-
Tabelle Ubertragen (Material 1). Der Vergleich der Werte ergibt, dass bei gleichen Seiten grof3e Unter-
schiede in den erhaltenen absoluten Haufigkeiten auftreten kdnnen. Zum Vergleich missen die Hau-
figkeiten bei gleicher Wurfanzahl oder die relativen Haufigkeiten herangezogen werden. Eine stichhal-
tige Aussage Uber die Gewinnchance wird erst durch eine grof3e Anzahl von Wirfen méglich. Eine Er-
hoéhung der Anzahl kann leicht erreicht werden, wenn die Ergebnisse einiger bis hin zu aller Schiile-
rinnen und Schiiler addiert werden. Vergleicht man dann die Entwicklung der relativen Haufigkeiten,
so erkennt man zum Beispiel anhand einer Grafik, wie sich die relativen Haufigkeiten mit zunehmen-

der Versuchsanzahl stabilisieren.

Vertiefung

ReilRzweckenexperiment (ggf. Hausaufgabe):

Schéatze die relative Haufigkeit fur die beiden Moglichkeiten beim Wurf einer Reil3zwecke und tberpri-

fe diese durch ein geeignetes Experiment.

3. Stunde

Definition der Wahrscheinlichkeit und Ubungsaufgaben

Besprechung der Hausaufgabe

erneute graphische Auftragung mit Excel

Ergebnissicherung

Eine Reflexion tber den hisher verfolgten Weg ergibt folgende Schritte:

1. Eine Schatzung ist eine Hypothese Uber die zu erwartenden relativen Haufigkeiten bei einer Ver-
suchsreihe.
Die Versuchsreihe wird durchgefthrt.

3. Die Beobachtungen ergeben, dass die relativen Haufigkeiten schwanken, wobei die Grol3e der
Schwankung mit der Erh6hung der Anzahl von Durchfiihrungen abnimmt.

4. Eine eventuell verbesserte Hypothese fir die zu erwartenden relativen Haufigkeiten wird vorge-

legt; kann zur Festlegung einer Wahrscheinlichkeit verwendet werden.
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Definition:

Wahrscheinlichkeit ist die optimale Prognose fir eine zu erwartende relative Haufigkeit (vgl.
[Lit. 1], S. 6).

Ubung

Ermitteln von Wahrscheinlichkeiten fur weitere Nicht-Laplace-Experimente mit eigener graphischer

Auftragung oder Nutzung des graphikfahigen Taschenrechners (Material 2).

4. Stunde

Zusammenfassung

Besprechung der Aufgaben

Ergebnissicherung

Zusammenfassung der bisherigen Uberlegungen

1. Alle bisher durchgefiihrten Versuche werden als Zufallsversuche bezeichnet (Begriffshildungen
Ergebnis, Ergebnismenge).

2. Schatzungen fur relative Haufigkeiten kann man durch Schwerpunkttiberlegungen, geometrischen
Uberlegungen und Symmetrieliberlegungen gewinnen.

3. Wabhrscheinlichkeiten kann man durch relative Haufigkeiten bei langen Versuchsreihen bestim-
men.

Die verschiedenen Mdglichkeiten kénnen auch kombiniert werden. Wichtig ist, dass bei der Festset-
zung der Wahrscheinlichkeiten darauf geachtet wird, dass die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller
Ergebnisse 1 ist.

Durch das Vorgehen sind sich die Schilerinnen und Schiler bewusst, dass es sich bei der Wahr-
scheinlichkeit nicht um eine exakte Vorhersage, sondern nur um die bestmégliche Vorhersage han-
delt.

Ubung

Aufstellen von Ergebnismengen
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2.4.2 Ereignisse und Laplace-Experimente

5. Stunde

Ereignis

Begriffsbildungen

Beim Legostein bietet es sich an, die vier Kanten des Legosteins zu einem Ereignis zusammenzufas-

sen und eine Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis ,Kante* anzugeben.

Ubung

Bestimmung der Wahrscheinlichkeit fiir Ereignisse. Zuerst kénnen die bisherigen Nicht-Laplace-
Experimente betrachtet werden, anschlieend Beispiele mit vorgegebenen Wahrscheinlichkeiten (Ma-
terial 3)

6. Stunde

Laplace-Experimente
Motivation

Die Einfuihrung der Laplace-Wahrscheinlichkeit soll iber das Wiurfelspiel ,Die Siedler von Catan“ ge-
schehen. Hierbei wird mit zwei Wiirfeln gespielt und die Augensumme gebildet. Nach Angabe in der
Spielanleitung treten die Augensummen sechs, sieben und acht besonders haufig auf. Dieses soll -

berprift werden.

Erarbeitung

1. Ggf. werden die Schilerinnen und Schiller die Behauptung zunachst experimentell Uberprifen
wollen. Dann schlie3t sich die folgende Uberlegung zur Deutung des experimentell erhaltenen Er-
gebnisses an. Die Schilerinnen und Schiler stellen von sich aus die Méglichkeiten fir die ver-
schiedenen Augensummen zusammen. Im anschlieBenden Gesprach werden die Aufschreibvari-
anten der Ergebnismenge verglichen und diskutiert wie viele verschiedene Ergebnisse auftreten.
Es wird geklart, dass (1,2) und (2,1) verschiedene Mdglichkeiten bilden, die Augensumme 3 zu
waurfeln. Damit besteht die Ergebnismenge aus 36 Elementen. Diese kénnen sehr ibersichtlich in
einer Tabelle angeordnet werden.

2. An dieser Stelle werden jetzt Laplace-Experimente als Zufallsversuch definiert, deren Ergebnisse
gleichwahrscheinlich sind. Fir diese ergibt sich nun eine besonders einfache Mdglichkeit, die

Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses zu ermitteln:
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Anzahlder zumEreignis gehdrenden Ergebnisse
Anzahlder mdglichen Ergebnisse des Zufallsversuchs

Wahrscheinlichkeit einesEreignisses =

3. Die Frage, warum beim Legostein nicht mit dieser Formel gearbeitet werden konnte, fiihrt darauf,
dass hier alle Versuchsausgange auf Grund der Symmetrie des Wiirfels gleichberechtigt sind.
Daher ist es sinnvoll, bis zum eventuellen Feststellen des Gegenteils davon auszugehen, die Sei-
ten eines einzelnen Wiirfels als gleichwahrscheinlich zu setzen und damit auch die Versuchsaus-

gange beim Wurf zweier Wirfel (bei Beachtung der Reihenfolge).

Begriffsbildung

Es folgen eine Definition fiir die Laplace-Wahrscheinlichkeit und Ubungsaufgaben zur Festigung der

neuen Begrifflichkeiten.

2.4.3 Bestimmen von Wahrscheinlichkeiten durch Simulation

7. Stunde

Erarbeitung des Begriffs anhand des Geburtstagsproblems
Motivation

Die Schulerinnen und Schiiler sollen durch eine Variation des Geburtstagsproblems an die Simulation
herangefihrt werden. Es soll die Frage beantwortet werden, wie wahrscheinlich es ist, dass mindes-

tens zwei Personen einer Gruppe in einem Monat Geburtstag haben.

Der erste Zugang der Schilerinnen und Schiiler wird das Abfragen in ihrer Klasse sein. Um eine re-

prasentative Stichprobe zu erhalten, genlgt dieses jedoch nicht.

Simulation

Nun soll zunachst eine Simulation mithilfe eines zwdélfseitigen Wurfels (Dodekaeders) fiur eine funf

Personen umfassende Gruppe geschehen.

Augenzahl 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12

Ergebnis 1. Stichprobe

Ergebnis 2. Stichprobe

Ergebnis 3. Stichprobe
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8. Stunde

Simulation des Geburtstagsproblems mit dem Zufallsgenerator eines graphikfahigen Taschen-

rechners

Material 4

9. Stunde

Ubungsstunde mit Aufgaben zu allen Bereichen

2.4.4 Materialien
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Material 1

Beispiel fir eine Auswertung der Wiirfe eines Lego-Vierers mit einer Excel-Tabelle.

Anmerkung: Zu der rechten Tabelle werden die relativen Haufigkeiten fortlaufend addiert, um die Ent-

wicklung fur eine zunehmende Anzahl von Wiirfen verfolgen zu kénnen.

O~NOO U WNPE

Name
Nele
Bianca
Jan
Kai
Dennis
Moritz
Viviane
Hendrik
Dana
Kathrin
Jana
Sven
Bernh.
Sebst.
Anna
Karen
Diana
Sabrina
Jana
Moritz
Ramona
Silvia
Henning
Niina
Daniel
Sebst.
Ingrid
Matth.
Birgit

Summe

Formel in

-
2e

ey

N w
~BwooRoo

B gk B yr R =
vcowoBBSofoovouolNRE~N~NsrE

293

= = B N =N =
worANOORNNUOww~NrGobBroRorE BN NN

268

15:=SUMME(C5:H5)

C35:=SUMME(C5:C34)

Anzahl der Wiirfe mit Augenzahl

WOMNNRPFPOURFRPROOARANRPEFPFNNRPANRPWAEANWNUUORNN®

76

NU‘IJkl—‘HON(A)L\)N(A)L\)ONONOAI—‘L\)O\ID—‘NJ}EP—‘HI\)A

70

Relative Haufigkeit

5 6 Summe Summe 1 2 3
0 3 25 25 044 0,28 0,08
1 1 30 55 031 047 0,07
1 1 20 75 035 044 0,07
12 8 100 175 033 035 0,08
4 5 40 215 031 035 0,09
1 2 20 235 032 034 0,09
2 1 15 250 031 0,34 0,10
7 8 100 350 031 036 0,09
1 2 20 370 031 036 0,09
0 3 20 390 032 034 0,10
3 1 20 410 031 035 0,10
1 2 39 449 0,30 0,36 0,10
1 2 20 469 030 036 0,11
3 1 40 509 031 036 0,10
1 1 20 529 032 036 0,10
2 0 20 549 032 036 0,10
1 2 20 569 033 035 0,10
2 2 20 589 0,34 0,34 0,10
2 2 24 613 033 034 0,10
3 1 20 633 033 034 0,10
0 1 20 653 0,34 0,34 0,09
0 1 20 673 034 034 0,09
4 1 40 713 035 034 0,10
0 0 0 713 0,35 0,34 0,10
1 1 20 733 035 0,33 0,09
0 0 20 753 035 0,33 0,09
1 0 20 773 0,36 0,33 0,09
3 4 30 803 035 0,33 0,09
2 1 20 823 036 033 0,09
59 57 823 0,36 0,33 0,09
Formel in
M5:=I5
N5:=C5/$15
N6:=SUMME(C$5:C6)/SUMME($ 195:$16)
0,50 ~
0,45 - -
0,40 1 —e—Reihel
0,35 - —=#— Reihe2
0,30 A Reihe3
0,25 Reihe4
0,20 —*%—Reihe5
0,15 - —e—Reihe6
0,10 1 W
0,05
0,00 "Xx/ T T T T )
0 200 400 600 800 1000

4
0,08

0,09

5
0,00

0,07

0,07
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Material 2

Arbeitsblatt: Verschiedene Spielwiirfel

Du kannst dir Spielwdrfel aus verschiedenen Materialien herstellen, z.B. einer Filmdose, einem Kron-
korken oder verschiedenen Spielsteinen. Beschrifte die einzelnen Seiten nach eigener Wahl.

1.

2.

3.
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Waéhle einen dieser Wiirfel aus und Uberlege dir eine Prognose fir das Auftreten der einzelnen
Augenzahlen.

Beschreibe, wie du deine Vermutung tberprifen kannst.

Auf die folgende Weise kannst du die Auswertung mit dem graphikfahigen Taschenrechner durch-
fuhren.

Erzeuge zunéachst eine zusatzliche Liste auf folgende Weise: Im STAT-Meni wéhlst du Edit und
gehst mithilfe des Cursors in die Kopfzeile der Liste L1. Mit dem Befehl INS erzeugst du eine neue
Liste, der du anschlieRend einen Namen geben kannst. Trage in die erste Liste die Nummern der
einzelnen Versuchsdurchfiihrungen von 1 bis zur gewahlten Anzahl der Versuche ein.

L1 Lz 1 ZAHL L1 Lz 1
____________ 1 | [ R
z
3
I.|
£
&
7
Hame=0 ZAHLI) =1

Fur das Notieren der Wurfergebnisse sind die weiteren
Listen ab L1 vorgesehen: ZAHL L1 Le £
In den Listen wird fir jedes mdgliche Ergebnis notiert, wie
oft dieses nach einer bestimmten Anzahl von Versuchs-
durchfiihrungen aufgetreten ist.

Im Fenster siehst du ein Beispiel, bei dem im ersten Wurf
eine Eins erschien, im zweiten eine Eins, im dritten und
vierten Wurf eine Zwei. Jede Ziffer erschien in vier Wirfen
zweimal. LiCEI=

=L R
lvrh.lr-.ll--




Zum Berechnen der relativen Haufigkeiten z. B. in L3 wird der
Quotient aus den Listen L1 und Zahl gebildet. Die Liste Zahl
muss dabei mithilfe des LIST-Menis eingegeben werden.

Lz =L1- LZAHLA

Zur grafischen Darstellung der relativen Haufigkeiten in Abhéangigkeit von der Anzahl der Wirfe gibt
man den Befehl STATPLOT ein und legt einen Plot fest, z. B. Plot 1. Nach Eingabe von ENTER ge-
langt man zum zweiten Fenster. Hier kannst du die Art des Diagramms eingeben und festlegen, wel-

che Liste auf welcher Achse abgetragen wird.

1otz
f
o
HE--

LE

L= Ly
2iFPlot2 0 f
L1 Lz
SiFPlati. DFF

L L
4+PlatEDFF

&
Fe

=
1
1
a

+

wlistsiZA
Ylistilz
Mark: o

Flakz

ek
HH |
H
||
+

Vor dem Zeichnen des Graphen musst du geeignete Werte fiir das WINDOW, in dem er gezeichnet

werden soll, eingeben.

WIHOO
amin=M01 kleinster Wert auf der x-Achse
amax=21 groter Wert auf der x-Achse
wecl=1 Achseneinteilung auf der x-Achse
Ymin=-1 kleinster Wert auf der y-Achse
Ymax=1 groBter Wert auf der y-Achse
Y= l=1 Einteilung auf der y-Achse
Hres=1 Auflosung

Anschlief3end kannst du den Graphen mit dem Befehl GRAPH
zeichnen lassen:

Entsprechend kannst du die relativen Haufigkeiten der anderen
Augenzahlen darstellen. Du kannst auch nachtraglich noch die
Versuchsanzahl erhéhen, um genauere Aussagen Uber die
Wabhrscheinlichkeit treffen zu kénnen.

L ——

Hast du einen Wert fir die ,___._;IJ%.HEE Flats
relative Haufigkeit geschatzt, W= "
kannst du ihn mit dem Befehl ¥ g
Y= eingeben. Mit dem Befehl | ™ 3:
GRAPH wird dann anschlie- ""I"'I'":
Bend die entsprechende Linie whE=
eingezeichnet. wHE=
“Ne=
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Material 3

Da Aufgaben zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit von Ereignissen bei Nicht-Laplace-Experi-

menten in den Schulbiichern nur in kleiner Anzahl vertreten sind, folgen hier zwei Beispiele:

1. Eine Umfrage unter 38000 Bundesbhurgern zur Benutzung des Verkehrsmittels fur die Ferienreise
hat ergeben, dass 58% den PKW benutzen, 10% einen Bus, 19% das Flugzeug, 1% hat keine
Angaben gemacht, der Rest hat die Bahn genommen. Du triffst einen Bekannten, der gerade im

Urlaub war. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass er

a. mit dem PKW unterwegs war

b. nicht mit dem Flugzeug unterwegs war

c. mit der Bahn gefahren ist

2. Die Wahrscheinlichkeit fir den Defekt einer Festplatte eines Computers ist durch die nebenste-

hende Tabelle angegeben. Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Festplatte

a. 2 bis 4 Jahre funktioniert

b. bis zu 5 Jahren funktioniert
c. 1 bis 3 Jahre funktioniert

d. langer als 4 Jahre funktio-

niert

(aus [Lit. 4], S. 263)
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Defekt im Betriebsjahr
1

a A 0N

6 oder spéater

Wahrscheinlichkeit
0,02
0,05
0,12
0,37
0,31
0,13




Material 4

Arbeitsblatt: Simulation des Geburtstagsproblems mithilfe von Zufallszahlen

Zur Erzeugung von Zufallszahlen mit dem graphikfahigen Taschenrechner zur Simulation des Ge-
burtstagsproblems flir Monate musst du folgende Arbeitsschritte durchfiihren:

In Liste L1 gibst du so viele Zahlen ein, wie Testpersonen
vorhanden sind.

Bevor du weitere Arbeitsschritte vornimmst, solltest du den
Bildschirm des Taschenrechners auf die Grundeinstellung
bringen, in dem du den QUIT Befehl benutzt. Diesen Zwi-
schenschritt solltest du dir angewdhnen, wenn du mit dem
STAT-Menu arbeitest.

Zur Erzeugung der Zufallszahlen und deren Darstellung in Liste
L2 musst du unter dem Befehl MATH PRB aufrufen. Die
Zufallszahlen sind dann unter 5: randint zu finden und mit
ENTER zu bestatigen.

L1 Lz Lz K]
% A ___
=
I.I
L

Lzi1a=

MATH HUM CP= |d&=
1:irand
- e
3=TCP

4-|
randIntc
: FandHormi

rarandBint

Die im Bild angegebene Eingabe bewirkt, dass die Zufallszahlen zwischen 1 und 12 liegen, 55 Zufalls-

zahlen bestimmt und in Liste L2 angezeigt werden.

randIntil. 12.5+L L1 Lz Lz E:
£ i FE ______
z iz
3 £
y E
c |
Lzi=2

Zur Sortierung der Zufallszahlen nach ihrer GréRRe ist im STAT-Meni Befehl 2: SortA( auszuwahlen

und dann die Liste L2 zu benennen.

SortACLz 2 L1 Lz Lz 3
i FE ______
z £
3 E
y |
c iz
Lzi=2

Zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit, dass mehrere Personen im gleichen Monat geboren sind,
muss dieses Verfahren geeignet oft wiederholt werden, um eine gesicherte Aussage machen zu

kénnen.
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2.5 ,Spielend in die Stochastik"

Anhand zweier zentraler Aspekte wird in den Baustein Daten und Prognosen eingefihrt. Im ersten Teil
geht es um eine Datenerhebung mit anschlieender Analyse. Zentrale zu erarbeitende Begriffe sind
die Lage- und Streuungsmalie arithmetisches Mittel, Median und Quartile. Gleichzeitig sollen die
Schulerinnen und Schiler verschiedene Formen der Darstellung eines Datensatzes kennen lernen. In
dieser Einheit werden Tabellen, Streifendiagramme und Boxplots thematisiert. Der zweite Teil der Un-
terrichtseinheit beschéftigt sich am Beispiel des Drei-Turen-Problems im Wesentlichen mit der Einfih-
rung in den Wahrscheinlichkeitsbegriff. Der Begriff der Wahrscheinlichkeit wird dabei tUber relative
H&aufigkeiten gewonnen.

Beide Teile kénnen gekoppelt oder alternativ verwendet werden.

Schlief3lich soll nicht unerwahnt bleiben, dass sich beide Teile zur Einfiihrung in die Datendarstellung

mit dem TI-83 eignen.

Besondere Materialien/Technologie: Dauer der Unterrichtseinheit:

innerhalb der Einheit kann ohne den Einsatz eines | 8 Unterrichtsstunden fir die Datenanalyse (Wer

GTR oder Excel gearbeitet werden, allerdings bie- | wird Millionar?); 8 Unterrichtsstunden fir Zufalls-

tet sich das Arbeiten mit neuen Technologien an | experimente (Drei-TUren-Problem)

Gliederung

25.1 ,Wer wird Millionar?* - Datenerhebung 61
2.5.2  ,Wer wird Million&r?“ - Arbeitsblatter und Materialien 62
2.5.3 ,Wechseln oder nicht?" - Einfihrung in den Wahrscheinlichkeitsbegriff 69
2.5.4  ,Wechseln oder nicht?" - Arbeitsblatter und Materialien 72
2.5.5  Literatur 80
2.5.6  Kontakt 80

2.5.1 ,Wer wird Millionar?* - Datenerhebung

Aufgabenstellung 1

(RRL: ,Datengewinnung durch Befragung®)
= siehe Arbeitsblatt 1

Wettstreit innerhalb einer Klasse anhand eines modifizierten Spiels ,Wer wird Million&r?*
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Die Klasse wird in drei Gruppen eingeteilt. Jede Schulerin/jeder Schiler beantwortet 10 Fragen, zu

denen jeweils vier Antwortmdglichkeiten vorgegeben sind.

Aufgabenstellung 2

= siehe Arbeitsblatt 2, Arbeitsblatt 3 zu Box-Plots

Es soll herausgefunden und begriindet werden, welche Gruppe am besten abgeschnitten hat.

Maogliche Kriterien zur Feststellung der ,besten” Gruppe:

e Aufsummierung aller Einzelergebnisse innerhalb einer Gruppe

e bester Maximalwert

e bester Minimalwert

e Homogenitat der Ergebnisse

e paarweises Streichen des jeweils besten und schlechtesten Wertes so lange, bis nur noch ein
Wert/zwei Werte Ubrig bleibt/bleiben

Weitere Mdglichkeiten bestehen in der Gewichtung der Fragen oder der Menge der richtig beantworte-
ten Fragen.
Alternativ kann der Wettstreit auch innerhalb einer Jahrgangsstufe durchgefiihrt werden. Es stehen

dann mehr Daten zur Verfligung.

Auswertung
(RRL: ,Daten darstellen und auswerten®)

Die ausgefillten Fragebdgen werden gruppenweise ausgewertet. Dabei wird notiert, wie viele Fragen
jede Schulerin/jeder Schiler korrekt beantwortet hat. Die absolute Haufigkeit der richtigen Antworten

wird in einer Tabelle fiir jede Gruppe festgehalten.
Darstellungsform: Streifendiagramm

Mit Hilfe verschiedener Lagemale (Arbeitsblatt 3) kann man sich einen Uberblick Uiber das Datenma-
terial verschaffen:

e arithmetisches Mittel

e Median

e Quartile

e Minimal- und Maximalwert

2.5.2 ,Wer wird Millionar?“ - Arbeitsblatter und Materialien
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Arbeitsblatt 1

Fragebogen:

a) Lattenzaun

1. Wenn man jemanden b) Wurfspeer
e@nen_Tipp' gibt, ist das o) Holzpfahl
ein Wink mit dem... d) Zaunpfahi
2. Wer tritt in Grimms Mar- 3) Veilchenblau
.. | b) Rosenrot
chen zusammen  mit ¢) Grasgriin
Schneeweil3chen auf? d) Blitengelb
a) Einer darf verlieren
3. Das Kirzel EDV steht|b) Elektronische Datenverarbeitung
far? c) Erster Deutscher Violinenverein
d) Elektronische Datenvernetzung
a) Rhein
4. An welchem Fluss liegt|b) Main
Heidelberg? c) Mosel
d) Neckar
a) 100
5. Wie viel Byte hat ein Ki- | b) 1000
lobyte? c) 1024
d) 10
a) Kupfer
6. Welches Metall ist nicht | b) Kobalt
magnetisch? c) Eisen
d) Nickel
a) Eichhérnchen
7. Dem einen sein Uhl, ist|b) Wellensittich
dem anderen sein... c) Hamster
d) Nachtigall
. . - a) Britney Spears
8. nVer spielte 'dle We|bl|qhe b) Julia Roberts
auptrolle in 9em Film o) Mia Farrow
,Pretty Woman™? d) Verona Feldbusch
a) Kilimandscharo
9. Wie heil3t der hdchste | b) Mont Blanc
Berg Afrikas? ¢) Fujijama
d) Mount Everest
a) HCI
10. Wie heil3t die chemische | b) H,O,
Formel von Wasser? c¢) H,0O
d) HO,

63



Arbeitsblatt 2

Aufgabe

Tragt die Gruppenergebnisse in die folgende Tabelle ein.

Anzahl der Anzahl der Anzahl der
Gruppe 1 richtigen Gruppe 2 richtigen Gruppe 3 richtigen

LOosungen LOosungen LOosungen

S1 S1 S1

S2 S2 S2

S3 S3 S3

S4 S4 S4

S5 S5 S5

S6 S6 S6

S7 S7 S7

S8 S8 S8

S9 S9 S9

S 10 S 10 S10

S11 S11 S11

S12 S12 S12

S13 S13 S13

S 14 S 14 S14

1. Uberlege dir mit Hilfe unterschiedlicher, eventuell auch graphischer Ansétze, welche Gruppe am
besten abgeschnitten hat.
Nenne Vor- und Nachteile deiner Ansatze.

Fur welches Verfahren wirdest du dich entscheiden? Begriinde!
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Arbeitsblatt 3

Anzahl der richtigen Lésungen:

Gruppe/Schiiler: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12

Gruppe 1:

Gruppe 2:

Gruppe 3:

Anzahl: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Arbeitsanweisungen:

1.
2.
3.

Ubertrage die Tabelle in eine Strichliste.

Markiere jeweils den Minimal- und den Maximalwert mit einem roten Strich.

Streiche von aul3en jeweils links und rechts einen Strich, bis nur noch einer oder zwei Ubrig blei-
ben. Markiere die Stelle, an der du jetzt bist, mit einem blauen Strich. Diese Markierung nennt
man Median.

Zahle vom Median nach links und rechts Striche ab, bis du insgesamt die Halfte der Striche abge-
zahlt hast. Markiere links und rechts die Stellen, wo du dich jetzt befindest.

Diese beiden Markierungen nennt man Quartile.

Schraffiere den Bereich zwischen den Quartilen in griiner Farbe und zeichne von den Quartilen
zum Minimal- und Maximalwert eine waagerechte Verbindung.

Die Figuren, die jetzt entstanden sind, nennt man Boxplots. Wieso sind sie bei der Bewertung der

Gruppen hilfreich?
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Material 1: Lésungsvorschléage, bearbeitet mit dem TI-83

Wir nehmen einmal an, innerhalb einer Klasse haben die Schilerinnen und Schiiler der einzelnen

Gruppen wie folgt abgeschnitten:

der 3. Gruppe.

Anzahl der Anzahl der Anzahl der
Gruppe 1 richtigen Gruppe 2 richtigen Gruppe 3 richtigen
LOosungen LOosungen LOosungen
S1 6 S1 7 S1 7
S2 9 S2 4 S2 4
S3 3 S3 6 S3 5
S4 4 S4 2 S4 6
S5 8 S5 6 S5 4
S6 4 S6 7 S6 7
S7 5 S7 6 S7 5
S8 5 S8 8 S8 6
S9 6 S9 4 S9 6
S10 3 S10 5 S10
S11 5 S11 S11
S12 5 S12 S12
S 13 S 13 S 13
S14 S14 S14
Die Ergebnisse der Schilerinnen und Schiiler
werden zunachst in Listen des TI-83 einge- L1 L Lz
geben. In L1 tauchen die Ergebnisse der 1. E E I-E|
Gruppe auf, in L2 die der 2. Gruppe, in L3 die E E E
S e | —
Lzi0r =
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Um auf den Durchschnittswert fir jede Grup-
pe zu kommen, bietet sich die Aufsummie-
rung der Einzelergebnisse an. Da jede Grup-
pe aus einer unterschiedlichen Anzahl von
Schilerinnen und Schilern besteht, wird die
Summe noch durch die Gruppenstarke geteilt.
Das arithmetische Mittel ist bei allen drei
Gruppen anndhernd gleich. Um entscheiden
zu kénnen, welche Gruppe am besten abge-
schnitten hat, sollten weitere Kriterien heran-
gezogen werden.

Eine Moglichkeit besteht in der Betrachtung
der schlechtesten und besten Ergebnisse je-

der einzelnen Gruppe.

Das wiederholte Streichen der schlechtesten
und besten Ergebnisse fuhrt zum Median. Er

kann mit Hilfe des TI-83 ermittelt werden.

Um eine Aussage Uber die Homogenitat zu
machen, bietet sich eine Darstellung der Er-
gebnisse Uber ein Streifendiagramm an.

Auf der Rechtsachse ist die Anzahl der kor-
rekten Antworten abgetragen, auf der Hoch-
achse die absolute Haufigkeit, mit der die An-
zahl der korrekten Antworten in jeder Gruppe
auftaucht.

Wichtig ist, dass Xscl auf 1 gesetzt wird. Da-

durch hat jeder Streifen eine Breite von 1. Ist

smtlq 212
sumtLz 2~ 18

smtLz -9
5. 255555555

a2

1. Gr.: Minimum: 3, Maximum: 9
2. Gr.: Minimum: 2, Maximum: 8

3. Gr.: Minimum: 4, Maximum: 7

medianili 2
medianilz 2
medianilz 2
|

Flatz  Flotz
gEﬂDFF
e o = e
HH- HIH

Hh-- HIH |
slistild
Freaq:l

I T OO0
amin=-.5
amax=18.5
Aecl=1
Ymin=-1
Ymax=ga
Ve l=1
“ires=1

1.GRUFFE
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Xmin= -0.5, werden die Streifen bezogen auf

die Rechtsachse passend gesetzt.

Es ist zu erkennen, dass die 3. Gruppe die
grote Homogenitat aufweist. Gleichzeitig
weist die 3. Gruppe die geringste Spannweite
auf.

Auf der anderen Seite gibt es in der ersten
Gruppe 2 Schilerinnen/Schuler, die 8 bzw. 9
korrekte Antworten gegeben haben. Aller-
dings gibt es in derselben Gruppe zwei Schi-
lerinnen/Schiler, mit nur 3 richtigen Antwor-
ten.

Ein Vergleich zwischen der ersten und zwei-
ten Gruppe zeigt, dass aus Gruppe 2 zwar
keine Schulerin/kein Schuler 9 und mehr rich-
tige Antworten hervorgebracht hat, dafur gibt
es in dieser Gruppe aber auch weiniger Aus-

falle nach unten.

Insgesamt lasst sich zeigen, dass eine Dar-
stellung mit Hilfe des Streifendiagramms so-
wie die Berechnung bestimmter LagemalRe
zusatzliche Informationen und dadurch Krite-
rien fur eine begrindete Entscheidung zu-
gunsten der einen oder anderen Gruppe lie-
fern.

Auf der anderen Seite muss deutlich gesagt
werden, dass es von der Wahl der Kriterien
abhangt, welche Gruppe als Sieger gekirt
wird. Insofern kdnnen verschiedene Jurys
nach wie vor zu unterschiedlichen Ergebnis-

sen kommen. lhre Entscheidungen kdnnen
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aber nachvollzogen werden.

Die verschiedenen LagemalBe, sowie die I — I
Quartile als Streuungsmald kénnen zusatzlich

. . Jr—— —i
mit Hilfe des sogenannten Box-Plots gra-
phisch dargestellt werden. i H —

Der Vorteil besteht zusatzlich darin, dass alle

drei Box-Plots gemeinsam in einem Fenster

dargestellt und dennoch voneinander unter-
schieden werden kénnen.

Das ist bei den Streifendiagrammen mit ei-
nem TI-83 so nicht mdglich.

Im STAT-Plot-Menu wird der Box-Plot defi-
niert und aktiviert.

Die WINDOW-Einstellungen werden vorher

Ubernommen.

Es ergeben sich folgende Box-Plots. Der obe-
re Box-Plot gehdrt zur 1. Gruppe, der mittlere
zur 2. Gruppe, der untere zur 3. Gruppe.

Bis auf das arithmetische Mittel kénnen jetzt
alle Lage- und Streumal3e auf einen Blick be-
trachtet werden.

Auch hier zeigt sich, dass die 3. Gruppe in der
Anzahl ihrer richtigen Antworten sehr homo-
gen ist. Die zweite Gruppe zeigt trotz des
gleichen Medians wie die 3. Gruppe eine gro-

Rere Breite bei der mittleren Halfte der Daten.

2.5.3 ,Wechseln oder nicht?“ - Einfihrung in den Wahrscheinlichkeitsbegriff

Problemstellung

»Sie sind Teilnehmer an einer Spielshow und haben die Wahl zwischen drei Turen. Hinter einer Tur ist
ein Auto, hinter den anderen Ziegen. Sie wahlen eine Tur aus. Der Spielleiter 6ffnet nun eine der bei-
den anderen Turen, hinter der eine Ziege steht. Sie kdnnen nun erneut eine der beiden Tire wahlen,

um das Auto zu gewinnen.”
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Maogliche Prasentationsformen:

e Rollenspiel, in dem der Lehrer den Moderator mimt. Etwa so: An die Tafel kénnen drei DIN-A 4
Zettel mit den Buchstaben A, B und C geklebt werden, die die Turen darstellen. Eine Schiilerin/ein
Schiuler, die Kandidatin/der Kandidat wird vor die Tur geschickt, wahrend hinter die Zettel auf die
Tafel zwei Ziegen und ein Auto gemalt werden. Die Schilerin/der Schiler kommt nun herein und
das Spiel beginnt.

e Videoaufnahme aus der SAT1-Sendung ,,Geh aufs Ganze*

e Zeitungsartikel

Aufforderung zur Stellungnahme: ,Wie wirdet ihr euch entscheiden?”

Hypothesenbildung |
(RRL: ,Formulieren einer Erwartungshaltung")
= siehe Arbeitsblatt 1

Meinungen werden ausgetauscht, diskutiert, analysiert. Die Lehrkraft kann die Meinungen auf einer
Handfolie festhalten und diese zusammenfassend am Ende der Diskussion auf dem Overheadprojek-
tor prasentieren. Sie weist ggf. auf zwei sich widersprechende Hypothesen hin (,kognitiver Konflikt").

Erneute Aufforderung zur Stellungnahme: ,Wie wirdet ihr euch entscheiden?*

Exploration

(RRL: ,Durchfiihren von Zufallsexperimenten®)

= siehe Arbeitsblatt 1

Das ,Ziegenproblem” wird in Gruppenarbeit weiter untersucht, die Schilerinnen und Schiler sind in
der Auswahl der Methoden frei. Praktischerweise kdnnten sie das Spiel nachspielen, z. B. mittels
Spielkarten (eine rote und zwei schwarze) oder mit drei Plastikbechern und einem Radiergummi. Zu-
dem sollten sie verschiedene Gewinnstrategien verfolgen (,jedes Mal wechseln”, ,jedes Mal nicht-
wechseln®, ,mal so, mal so“, ...) und die Entscheidungsmdglichkeiten des Moderators analysieren
(,mal kann er sich zwischen beiden nichtgewéhlten Turen entscheiden, mal kann er nur eine der zwei
nichtgewahlten Turen 6ffnen”).

Fur eine spater erfolgende systematische Auswertung der Gruppenergebnisse ist es schon an dieser
Stelle wichtig, dass die Schilerinnen und Schiiler zu jedem einzelnen Spiel ihre Entscheidung auf-

zeichnen (,Ich wechsle jetzt* bzw. ,Ich wechsle jetzt nicht®).
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Hypothesenbildung I
(RRL: ,Kritische Uberpriifung der Hypothese*)

= siehe Arbeitsblatter 2 und 3

Die Ergebnisse der Gruppen werden prasentiert und miteinander verglichen:

e sind die gewéhlten Simulationsformen gleichwertig? Fiihren sie nur zuféllig zu unterschiedlichen

Ergebnissen?

e welche Fragestellung wurde jeweils eigentlich untersucht? (Gewinnhaufigkeit bei konstant ver-

folgter ,Wechselstrategie“, keine Strategie, ...)

e bei unterschiedlich langen Versuchsreihen kann man absolute Gewinnhaufigkeiten nicht ver-

gleichen, besser sind relative Haufigkeiten.

Hinweis: Die Arbeitsblatter 2 und 3 kénnen auch mit dem TI-83/89/92 bearbeitet werden. Anfanger

konnen zur Ubung zunéchst den Inhalt des Arbeitsblattes 2 in den Rechner tibertragen und dann das

Arbeitsblatt 3 selbststandig mit dem Rechner bearbeiten. Hinweise hierzu folgen im Anhang.

Exkurs 1: Letzte Gewissheit mittels einer

Computersimulation

= Siehe Arbeitsblatt 4

Eine lange Versuchsreihe dirfte mehr Klarheit
Uber eine erfolgversprechende Gewinnstrategie
bringen, aus praktischen Grinden mittels einer
Blackbox-Computersimulation (TI-83, Excel, ...)

mit Projektionsmaglichkeit.

Jede Schiilerin/jeder Schiler wird je nach Mei-
nung als ,Wechsler“, ,Nichtwechsler, ... definiert.
Das Programm gibt flir eine wachsende Anzahl
an Spieldurchfiihrungen die relative Haufigkeit der
Gewinne an. Es zeigt sich: Die ,Wechsler" gewin-

nen auf Dauer mehr!

Exkurs 2: Datenerhebung und -analyse beim
Drei-Turen-Problem

Jede/jeder einzelne Schulerin/Schiler der Lern-
gruppe gibt zu unterschiedlichen Zeiten drei
Antworten auf die Frage nach einer erfolgver-
sprechenden Strategie, zum Beispiel

e ,.egal, welche Tur"

e weild nicht"

.wechseln ist besser”

o

Erstellen eines Meinungsbildes in Form eines
Histogramms, eines Kuchendiagramms, ..., Ver-
folgen des sich verandernden Meinungsbildes
der Klasse, Vergleichen mit Meinungsbildern von

Parallelklassen, Familien, Verwandten, ...

Losung und Definition des Begriffs , Wahrscheinlichkeit"

= siehe Materialblatt 5
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Hat man sich fur die Strategie ,Wechseln* entschieden, so ist auf lange Sicht die relative Gewinnhau-
figkeit etwa 2/3. Die relative Gewinnhaufigkeit fir die Strategie ,Nichtwechseln® ist auf lange Sicht et-
wa 1/3.

Die geschatzte relative Haufigkeit bezeichnen wir als ,Wahrscheinlichkeit* des betrachteten

Ereignisses.

Zur Vertiefung bieten sich klassische Nicht-Laplace-Versuche an wie

e Werfen einer ReilRzwecke, Werfen eines Legobausteins

e Augensumme beim Wurf zweier (dreier, vierer) Wirfel

e Auszahlen der relativen Haufigkeiten der einzelnen Buchstaben in einem beliebigen Text. ,Warum
zeigen die Finger beim Schreibmaschinenschreiben in der sogenannten Grundstellung auf die
Buchstaben a, s, d, f, j, k, I, 6“?

e Zahlen von vorbeifahrenden Automarken

Theorie

(vorbereitende Phase fir den an anderen Problemstellungen noch zu konkretisierenden Aspekt der

RRL: ,Berechnen von Wahrscheinlichkeiten*)

= siehe Material 2

Eventuell sind wahrend der Gruppenarbeitsphase Beobachtungen gemacht worden, die Aussagen
Uber die Struktur des Drei-Turen-Problems erlauben (,der Moderator kann die Tur, die er 6ffnen will,
nicht immer frei wéahlen“). Hiervon ausgehend kann eine theoretische Analyse des Problems erfolgen.
In jedem Fall diirften die Schilerinnen und Schiler mittlerweile soviel Erfahrung mit dem Drei-Turen-

Problem gemacht haben, dass sie ein Zitat aus einem Leserbrief diskutieren kénnen.

2.5.4 ,Wechseln oder nicht?“ - Arbeitsbléatter und Materialien
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Arbeitsblatt 1

Unsere Gruppe heifl3t :

Das , Drei-Turen-Problem*

»Sie sind Teilnehmer an einer Spielshow und haben die Wahl zwischen drei Tiren. Hinter einer
Tar ist ein Auto, hinter den anderen Ziegen. Sie wahlen eine Tir aus. Der Spielleiter 6ffnet nun
eine der beiden anderen Tiren, hinter der eine Ziege steht. Sie kdnnen nun erneut eine der
beiden Turen wahlen, um das Auto zu gewinnen.”

1. Diskutiere mit deinen Nachbarn: Wie wiirdest du dich entscheiden?

Meine Meinung ist:

2. Fihre das Spiel mehrmals vereinfacht durch. Welche Beobachtungen machst du? Protokolliere
deine Ergebnisse, notiere dabei inshesondere, wann du die Tir wechselst bzw. wann du bei dei-

ner urspriinglichen Tirwahl bleibst.

Meine Meinung ist jetzt:

3. Beschreibe die vereinfachten Durchfiihrungen (Simulationen) der anderen Gruppen.

4. Beurteile die Simulationen der anderen Gruppen bezlglich der Genauigkeit, der Effektivitat und

der Zuverlassigkeit. (Vielleicht fallen dir ja noch mehr Kriterien ein.)
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Arbeitsblatt 2, Teil 1

Der intelligente Rat einer Frau: , Sie sollten wechseln!*

.Die amerikanische Journalistin Marylin vos Savant gilt als der Mensch mit dem hochsten Intelligenz-
quotienten der Welt,” wird 1991 in einem Zeitungsartikel berichtet. Und weil sie in einer lllustrierten
dazu riet, bei einem Spiel wie dem Drei-Turen-Problem die zuerst gewahlte Tir zu wechseln, bekam
sie eine ganze Reihe an verargerten Leserbriefen. Die Zeitung zitiert einige dieser Leserbriefe: ,Es
gibt schon genug mathematische Unwissenheit in diesem Land. Wir brauchen nicht den héchsten 1Q
der Welt, um diese Unwissenheit zu vertiefen. Schamen Sie sich!"* Ein anderer Leser schrieb: ,Viel-

leicht haben Frauen eine andere Sicht mathematischer Probleme als Manner.*

1. In welchen Spielen deiner Gruppe hatte die Frau gewonnen, in welchen nicht?

Spiel Nr.

gewechselt?

vos Savant hatte
gewonnen?

2. Sammle die Ergebnisse aller Gruppen, die zur Strategie des oben genannten Zeitungsartikels

passen. Diskutiere die Ergebnisse!

Name der Gruppe

Anzahl der Gewinne

Anzahl der Nieten

Anzahl der Durch-
fihrungen
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Arbeitsblatt 2, Teil 2

3. Addiere auf!

Anzahl der Gewinne

Anzahl der Nieten

Anzahl der Durchflih-
rungen

4. Berechne die relativen Haufigkeiten der Gewinne und trage sie in ein Koordinatensystem ein!

relative Haufigkeit der
Gewinne = Anzahl der
Gewinne/Anzahl aller

Spiele

relative
A | Haufigkeit

>

Anzahl der Spiele

Ich finde, dass Marylin vos Savants Position richtig/nicht richtig ist, denn...

75




Arbeitsblatt 2, Teil 3: Hinweise zur Bearbeitung mit dem TI-83, Beispiel

Name der Gruppe Al B|C|D

Anzahl der Gewinne | 6 |10 [ 11| 4

Anzahl der Nieten 4 | 3| 4| 4

Anzahl der Durch- 10113115 | 8
fihrungen

E|F |G| H I J | K M| N|O
719114116 |6 |9 10| 6 | 9

3135|132 ]|5]3 5141 4
10|12 | 9 |14 | 8 |11 | 12 15|10 | 13

Ubertrag der Tabelle in den Listen-Editor des TI-83

L1 Anzahl der Gewinne
L2 Anzahl der Durchfiihrungen
L3 =cumSum(L1)

(die kumulierende Summe uber die

Eintrage von L1)
L4 =cumSum(L2)
L5 =L3/L4

Graphische Darstellung der Haufigkeiten

absolute Haufigkeit
StatPlot:
xList: L4
yList: L3

relative Haufigkeit
StatPlot:
xList: L4
yList: L5
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Arbeitsblatt 3

» ES ist egal ob man wechselt oder nicht,
deshalb kann man genauso gut immer

nichtwechseln!*

1. Wie séhen die Gruppenergebnisse aus, wenn du die Strategie des Nichtwechselns konsequent

verfolgt hattest?

Name der Gruppe

Anzahl der Gewinne

Anzahl der Nieten

Anzahl der Durchfiihrun-

gen

] relative
{ A Haufigkeit

>

Anzahl der Spiele

2. Fihre fir diesen Fall die Arbeitsschritte entsprechend des Arbeitsblattes 2 durch.

relative Haufigkeit der
Gewinne = Anzahl der
Gewinne/Anzahl aller

Spiele
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Arbeitsblatt 4

F1:LY4.LE

n=1ie8 .. . .. .¥Y=.peH6ZE0E

1. Stelle eine Vermutung dariiber an, wie sich die relative Haufigkeit auf lange Sicht entwickelt.

2. Erganze:

Es lasst sich feststellen, dassdie .~~~ eines Ereignisses

nach einer Arahl von Versuchen ungeféhr gleich einem festen

Dies nennt man das empirische Gesetz der grol3en Zahlen. Hieraus wollen wir ableiten, was wir in

Zukunft unter ,Wahrscheinlichkeit* verstehen wollen:

Die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses gibt an, welche relative Haufigkeit man bei
haufiger Versuchsdurchfuhrung fur dieses Ergebnis erwarten kann. Sie ist der Wert, um
den die relativen Haufigkeiten schwanken. Daher lassen sich Wahrscheinlichkeiten erst

nach vielen Versuchsdurchfiihrungen einigermaf3en genau bestimmen.

Uberlege Beispiele, in denen du die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses, ohne eine Versuchs-

reihe durchzufithren, angeben kannst. Erlautere deine Uberlegungen.
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Arbeitsblatt 5

Jemand hat behauptet, man konnte die Losung des Ziegenproblems auch so erklaren.

.Die Wahrscheinlichkeit, dass der Wagen hinter der erstgewahlten Tur ist,
betragt 1/3.

Die Wahrscheinlichkeit, dass er hinter einer der anderen beiden Tren ist,
betragt somit 2/3.

Wenn ich nun erfahre, hinter welcher der beiden anderen Turen er nicht ist,

weild ich sofort die Tur, hinter der er mit einer Wahrscheinlichkeit von 2/3 ist.”

Nimm Stellung! Uberlege dir noch andere sinnvolle Erklarungen!
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2.6 Dosenwerfen

Intentionen

Im Mittelpunkt der ersten sieben Stunden steht ein fiir die Schilerinnen und Schiler komplexes
Spiel, das aus drei nichtgleichwahrscheinlichen Ereignissen besteht, deren Wahrscheinlichkeitsver-
teilung ohne experimentelle Durchfiihrung nicht zuverlassig eingeschatzt werden kann. Durch die
Komplexitéat des Spiels werden die Schilerinnen und Schiler schrittweise an stochastische Denk-
weisen herangefuhrt. Zudem erméglicht die ausfihrliche Behandlung des Spiels auf unterschiedli-
chen Erkenntnisstufen die Einfihrung der in den Rahmenrichtlinien geforderten Begriffe und Metho-
den. Je nach Schwerpunktsetzung kann ein graphikfahiger Taschenrechner oder Excel eingesetzt
werden.

Ziele

Die Schilerinnen und Schuler sollen eine stochastische Problemstellung modellieren und mathema-

tisieren und grundlegende Begriffe und Verfahrensweisen erklaren und anwenden kénnen.

Lernvoraussetzungen

Einflhrung in die Prozentrechnung

Beschreibung der Unterrichtseinheit

Der Einstieg in die Unterrichtseinheit erfolgt Gber ein Zufallsexperiment ,Gewinnspiel fir unser
Schulfest“(siehe Arbeitsblatt 1). Die Schulerinnen und Schiler sollen sich fur dieses Gewinnspiel
eine Gewinnausschittung tiberlegen, welche vorgegebene Kriterien berticksichtigt. Da fir die Schu-
lerinnen und Schiller auf Grund der drei nicht gleichwahrscheinlichen Ereignisse und der vorgegebe-
nen Kriterien die Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht vorhersagbar ist, missen sie zur zuverlassigen
Vorhersage das Spiel real durchfihren. Die Versuchsergebnisse werden auf einem Arbeitsblatt

gesammelt und ausgewertet.

In der nachsten Stunde kdénnen die Schiller mithilfe der ausgewerteten Versuchsergebnisse eine ers-
te Bewertung ihrer Vorhersage vornehmen. Sie kommen zu dem Schluss, dass zu einer zuverlas-
sigen Vorhersage zusatzliche Versuchsergebnisse notwendig sind. Da die reale Durchfiihrung
des Spiels sehr aufwendig ist, muss eine Simulation entwickelt werden. Folgende Kartensimulation
bietet sich an: Vier Schilerinnen und Schuler bilden jeweils eine Gruppe. Drei Schilerinnen und
Schiuler erhalten jeweils vier Karten, die mit den Ziffern 1, 2, 3 und 4 versehen sind. Sie decken
gleichzeitig jeweils eine beliebige der vier Karten auf. Die/der vierte Schulerin/Schiiler notiert die drei

aufgedeckten Nummern.

In der dritten Stunde soll diese entwickelte Simulation bis zu 40 mal je Gruppe durchgefiihrt wer-
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den, so dass zur Bewertung der Vorhersage nun ca. 240 Versuchsergebnisse zur Verfigung ste-
hen. Die Versuchsergebnisse werden erneut gesammelt und dargestellt. Als Voraussetzung fiir den
Vergleich der einzelnen Ergebnisse muss nun der Begriff der relativen Haufigkeit eingefiihrt wer-
den. Durch schrittweises graphisches Zusammenfugen der Gruppenergebnisse wird eine Stabilisie-

rung der relativen Haufigkeit sichtbar.

In der vierten Stunde kann die Prognose nun erneut beurteilt und verbessert werden. Die Diskussion
der zusammengefassten Ergebnisse erfordert wiederum eine Erhéhung der Versuchsanzahl und
fuhrt somit zur Computer- bzw. Taschenrechnersimulation. Aus der graphischen Darstellung der
Simulation entwickeln die Schiilerinnen und Schiiler nun das empirische Gesetz der groRen Zah-
len.

In der funften Stunde wird der Wahrscheinlichkeitsbegriff eingefiihrt. Anschlie3end sollen die
Schilerinnen und Schiiler durch systematisches Auszéhlen aller Versuchsergebnisse mithilfe
eines Arbeitsblattes und durch Darstellung der absoluten und relativen Haufigkeiten die gefundene

Wahrscheinlichkeitsverteilung erlautern.

In der sechsten Stunde soll nun unter Berticksichtigung der Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse eine
Gewinnausschuttung festgelegt werden. Durch Reflexion der Versuchsbedingungen wird der
Wabhrscheinlichkeitsbegriff vertieft.

In der siebten Stunde sollen durch Modulation des Spiels und durch anschlieRende Darstellung und
Diskussion der Versuchsergebnisse die eingefiihrten Begriffe und Methoden angewendet wer-
den.

In den Stunden acht bis dreizehn sollen anhand von klassischen Zufallsexperimenten die Begriffe

Mittelwert und Zentralwert eingefiihrt werden und Ubungen und Vertiefungen stattfinden.

Besondere Materialien/Technologie: Dauer der Unterrichtseinheit:

Fur eine umfassende Simulation ist der Einsatz| ca. 16 Unterrichtsstunden (mit Klassenarbeit)
eines
o grafikfahigen Taschenrechners
¢ einer Tabellenkalkulation

¢ ggf. eines Computer-Algebra-Systems

notwendig
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2.6.1 Ubersicht Uber die Stundeninhalte

Stunde [Inhalte Medien
e Vorstellung des Spiels
1 e Prognose der Gewinnverteilung
e reale Durchfiihrung Abl 1
e Darstellung der Versuchsergebnisse auf dem Arbeitsblatt Folie 1
e Diskussion der Ergebnisse
2 e Verbesserung der Prognose mit Hilfe der Versuchsergebnisse
e Entwicklung einer Simulation
e Durchfiihrung der Simulation in Gruppen Abl 2
e Darstellung der einzelnen Versuchsergebnisse
3 e Zusammenfassung der Ergebnisse Folie 2
e Einfihrung der relativen Haufigkeiten als Voraussetzung fir den
Vergleich der einzelnen Ergebnisse
e Darstellung und Diskussion der zusammengefassten Ergebnisse
e Verbesserung der Prognose mit Hilfe der Versuchsergebnisse
e Computersimulation mit einer Tabellenkalkulation bzw. Simulation | PC/TC
4 mit Hilfe eines grafikfahigen Taschenrechners
e Entwicklung des empirischen Gesetzes der grof3en Zahlen aus der
grafischen Darstellung der Simulation
e Einfiihrung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs
e systematische Betrachtung aller moglichen Versuchsergebnisse | Abl 3
5 durch Auszahlen
e Darstellung der absoluten und relativen Haufigkeiten
e Vergleich der relativen Haufigkeiten mit dem Ergebnis der Simulation
e Festlegung der Gewinnausschittung unter Beriicksichtigung der
6 Wabhrscheinlichkeiten der Ereignisse
e Vertiefung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs durch Reflexion der Ver-
suchsbedingungen
e Modulation des Spiels (z.B. Veranderung der Anzahl der Dosen bzw.
7 der Anzahl der Spieler)
e Sammlung und Sicherung der Ergebnisse
8-13 | Klassische Zufallsexperimente unter Berlicksichtigung der Lagemalie
14-16 | Vorbereitung, Durchfiihrung und Riickgabe einer Klassenarbeit
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2.6.2 Erlauterungen zu den Stundeninhalten

Stunde |Erlauterungen

e Die Aufgabenstellung zum Gewinnspiel erfordert eine Diskussion dariiber, dass fir
den fir die Klasse ungunstigsten Fall eine Gewinnausschiittung tberlegt werden

1 muss. Es wird folglich davon ausgegangen, dass immer alle treffen.

e Die Aufgabenstellung sorgt dafir, dass aus dem mehrstufigen Zufallsexperiment ein
einstufiges Zufallsexperiment wird.

e Da davon ausgegangen wird, dass nicht alle Schilergruppen 40 Versuche durchfiih-
ren, muss zum Vergleich der Gruppenergebnisse der Begriff der relativen Haufigkeit
eingefuhrt werden.

e Die Gruppenergebnisse sollen durch schrittweises Zusammenfiigen der Gruppener-
gebnisse graphisch dargestellt werden (z. B. Saulendiagramm). Dadurch wird die Sta-
bilisierung der relativen Haufigkeit mit zunehmender Versuchsanzahl sichtbar.

e An dieser Stelle sollen die Schilerinnen und Schiiler formulieren, dass die Uberle-
6 gungen nur relevant sind, wenn wéhrend des Schulfestes die Anzahl der durchgefihr-
ten Spiele hinreichend groRR ist. Zudem soll berucksichtigt werden, dass in der
1. Stunde vom ungunstigsten Fall - jeder Wurf ist ein Treffer - ausgegangen wurde.

2.6.3 Vorschlage zur Formulierung der geforderten Begriffe und Satze

e absolute Haufigkeit: ausgezahlte Anzahl des Eintreffens eines Ereignisses

ausgezahlte Anzahl des Eintreffens eines Ereignisses

e relative Haufigkeit: —
Anzabhl aller Ereignisse

e empirische Gesetz der groR3en Zahlen:

Je mehr Versuchsergebnisse betrachtet werden, desto geringer sind die Schwankungen der rela-

tiven Haufigkeit eines Ereignisses.

e Wabhrscheinlichkeit:

Die Wahrscheinlichkeit ist eine Zahl zwischen Null und Eins, deren Wert (bzw. Betrag) angibt,

welche Erwartung fur den Eintritt eines Ereignisses besteht.

2.6.4 Materialien

85




Arbeitsblatt 1
Gewinnspiel fur unser Schulfest

Auf einem Schulfest soll jede Klasse ein Spiel anbieten. Dazu hat sich die Klasse ... folgendes Spiel
Uberlegt:

Es melden sich drei Spieler und setzen jeder 0,5 € ein. Vor jedem Spieler sind jeweils 4 nummerierte
Dosen (Nr.1, Nr.2, Nr.3, Nr.4) in zufalliger Reihenfolge aufgebaut.

Jeder Spieler wirft einmal auf eine der vor ihm stehenden 4 Dosen™.
Gewinne

= Fallen 3 Dosen mit verschiedenen Nummern um, so erhalten die Spieler den Hauptgewinn.

= Fallen 2 Dosen mit verschiedenen Nummern um, so erhalten die Spieler ebenfalls einen Gewinn.
= Fallen 3 Dosen mit den gleichen Nummern um, so gibt es keinen Gewinn.

Aufgabe
Uberlege dir eine Gewinnausschiittung, die sicher stellt, dass am Ende des Schulfestes Geld fiir die
Klassenkasse Ubrig bleibt!

Tabelle fur 20 Durchfihrungen des Spiels

Anzahl getroffener Dosen gleicher Nummer

1.Werfer | 2. Werfer | 3.Werfer 1 2 3

O XN |g|h W NE=

=
©

=
N

=
w

-
»

=
o

=
o

=
~

=
@©

o
©

X}
©

Summe der Ergebnisse —

! Eine modifizierte Variante kann mit drei Gliicksradern durchgefiihrt werden, die jeweils 4 gleich groRe, mit den Zahlen 1-4 be-
schriftete Felder haben und gleichzeitig gedreht werden mussen.
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Folie 1: Auswertung des Spiels

Anzahl getroffener Dosen gleicher Nummer

1.Werfer

2.Werfer

3.Werfer

1

2

3

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Summe der Ergebnisse —
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Arbeitsblatt 2

Anzahl getroffener Dosen gleicher Nummer

1.Werfer | 2.Werfer | 3.Werfer

1

2

3

©O|0 N[O~ WM =

-
o

[
=

-
N

-
w

=
&

=
o

o
I

ot
~

-
©

-
©

N)
o

N
[y

)
N -

N
wir

N
B

)
o1

N
o

N
~

N)
Q|

N
©

)
o

w
=

w
N

W
w -

W
B

W
o

w
o

w
~

W
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)
©

N
o
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Folie 2: Auswertung der Simulation

Anzahl getroffener Dosen gleicher Nummer

Gruppe

2

10

Summe der
Ergebnisse
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Arbeitsblatt 3

Spieler
1

Spieler
2

Spieler
3

0 glei-
che

Num-
mern

1 glei-
che
Num-
mer

2 glei-
che

Num-
mern

Spieler
1

Spieler
2

Spieler
3

0 glei-
che

Num-
mern

1 glei-
che
Num-
mer

2 glei-
che

Num-
mern

(CEESHENCEENH NN NCE N CH SR NN O N CH R SN R Ol I T N I I TN TN N I I I e e Ll

AIPAR]IPRP|IWIWIWIWININININIPIRP]IRP]IRP]IPA]IP]IPAR]IPRP]IOWO]IWIWIWININININ|IRP|IRP]IRP]E

WIN|FP|IDlWIN]IP]RR|OIN]IP][RAR]WIN|IPRAR|IWIN]|FP]|RR]IWOIN|IP]RIOWIN]|P]IPIOWIN]PE

AP PRPA]PR]IPDIPA]P]IPIPIOW]W|W]W]W|WIWWIW|W|W|W|W|W]|W

Al PIOWIW]|W]WININININ|RPIFP]IRP|IRPIM]PD]IPD]IPRIOIW]IWIWININININ|IFP|IRPRIFP]RE

WIN[P|IPR]IWIN]IRP]IPR]IWOWINIRP]IPAR]IWIN]IP]IPRIWOINIP]IPARIWOWINIP]IRAR]IOIN]IP]IPRIWIN]PE

2

4

4

4

4

4

Summe der Ergebnisse

Summe der Ergebnisse

Gesamtsumme aller Ergebnisse —

90




2.6.5 Klassenarbeitsaufgabe
Max kommt zu Besuch und erzahlt, dass er ziemlich sicher ist, dass die neue CD von den Backstreet

Boys mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,7 in der ersten Woche auf Platz 1 der Top 100 sein wird.

Erklare ausfiihrlich, wie Max zu dieser AuRerung kommen koénnte!

Die Ausarbeitung einer Klassenarbeit war wahrend der viertdgigen Veranstaltung aus Zeitgriinden
nicht mehr realisierbar. Die obige Aufgabe soll als Anregung fiir eine offenere Aufgabenstellung ver-

standen werden.

Weitere (Ubliche) Aufgaben ergeben sich aus den Inhalten der Stunden 8-13.
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2.6.6 Excel-Dateien
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2.6.7 TI-83 Simulationsprogramme

I) Langsame Version (100 Versuche = 40 s) - entspricht in der Vorgehensweise der Auswer-
tung der Versuchslisten von Hand

FnOff:ClrHome:Disp ™ ; Kommentar
Disp" SIMULATION":Disp "

Disp "JE 100 VERSUCHE"

Disp" CA. 40 SEK.":Disp "

Input "ANZAHL: ",N

seq(randint(1,4),X,1,N,1)aLO ; jeweils N Zufallszahlen werden berechnet

seq(randint(1,4),X,1,N,1)dL, ; und in den Listen L, L, und L; gespeichert

seq(randint(1,4),X,1,N,1)uLf

seq(0,X,1,N,1)dL,, ; die Ergebnislisten Ly, Ls und Lg werden mit N Nullen

L,aL... ; initialisiert

L, oLt

seq(X,X,1,N,1)iax ;aX enthalt die Versuchsnummern

For(l,1,N,1) ; Auswertung: Listenelemente werden einzeln verglichen

If (LO()=L,(1)) and (LON=Lf(1)):Then

1aL,(n ; drei gleiche Zahlen

Else

If (LO(e L) and (LOMw Lf (1)) and (L,(NaLf()):Then

10Lt(1) ; drei ungleiche Zahlen

Else

1dL...(N) ; zwei gleiche Zahlen

End:End:End ; EndIf:EndIf:EndFor

cumSum(L,)04A ; Die Ergebnisse werden kumuliert.

cumSum(L...)UaB ; absolute Haufigkeiten

cumSum(LT)bac

EVAVERUETA ; relative Haufigkeiten

aB/axuaB

aC/axuacC ; grafische Darstellung - relative Haufigkeit iber Versuchs
nummer

Plot1(xyLine,aX,aA,0):Plot2(xyLine,aX,aB,0):Plot3(xyLine,4X,aC,0)
0uXmin:1.1*NiXmax:N/10UXscl:00Ymin:1uYmax:.2uYscl

DispGraph
Text(round(56*(1-aA(N)),0),88,"A") ; Grafik beschriften
Text(round(56*(1-aB(N)),0),88,"B") ; A: drei gleiche / B: zwei gleiche / C: drei ungleiche

Text(round(56*(1-4C(N)),0),88,"C")

Beispiel flir N=200:

relative Haufigkeiten in der
grafischen Darstellung und im Listeneditor

H E C £

B
REZO0I=_ @SS
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II) Optimierte Version (100 Versuche = 25 s) - fur Schiler schlecht zu durchschauen

FnOff

ClrHome

Disp "

Disp" SIMULATION
Disp "

Disp "JE 100 VERSUCHE
Disp " CA. 25 SEK.

Disp "

Input "ANZAHL: ",N
seq(randint(1,4),X,1,NuLO
seq(randint(1,4),X,1,NiL,
seq(randint(1,4),X,1,NuLf
Nadim(L,

Fill(o,L,

L,aL...

L,aLt

seq(X,X,1,Nuax

LO=L, and LO=LfUL,
LOgL, and LOgLf and LgLfuL?
not(L, or LT)dL...
cumSum(L,)/axaLd
cumSum(L...)/axdiL,
cumSum(Lt )&xXuLf
Plot1(xyLine,aX,L0,0
Plot2(xyLine,aX,L,,0
Plot3(xyLine,aX,Lf,0

0UXmin:1.1*NiXmax:N/10uXscl:00Ymin:1iYmax:.2uYscl

DispGraph
Text(round(56*(1-L0(N)),0),88,"A
Text(round(56*(1-L,(N)),0),88,"B
Text(round(56*(1-Lf(N)),0),88,"C
Pause

2.6.8 Kontakt

Frauke Seeger
Elmar Haberich
Gerhard Hillers

Jorg Wimmel
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3 Mehrstufige Zufallsexperimente und Baumdiagramme

3.1 Rahmenrichtlinien - Baustein ,Mehrstufige Zufallsexperimente und Baumdia-

gramme*

Baumdiagramme sollen als grundlegendes Hilfsmittel zur Untersuchung mehrstufiger Experimente
eingesetzt werden. Dabei soll auch die Fahigkeit zur Auswahl eines geeignet vereinfachten Baumdia-
gramms geschult werden. Die Wahrscheinlichkeit des betrachteten Ereignisses wird mithilfe der Pfad-

regeln berechnet.

Schuilerinnen und Schuler sollen geeignete Versuche als mehrstufige Zufallsexperimente interpretie-
ren und hierfir angemessene Baumdiagramme entwickeln, Ereignisse im Baumdiagramm kennzeich-
nen und ihre Wahrscheinlichkeiten berechnen. Die Pfadregeln werden aus den bekannten Eigen-

schaften der relativen Haufigkeiten entwickelt.

Das Abwagen von Chancen und Risiken fuhrt bei Glicksspielen auf intuitive Weise zur Untersuchung
des zu erwartenden Gewinns oder Verlustes und erméglicht so einen propadeutischen Zugang zum
Begriff des gewichteten Mittels (Erwartungswert). Zentrale Aspekte sind hierbei die Prognose fiir das

Eintreten von Ereignissen und die Fairness bei Glicksspielen.

Inhalte und Verfahren Hinweise
Mehrstufige Zufallsexperimente VERNETZUNG
Ereignisse Modellbildung und Simulation
Darstellung mittels Baumdiagramm Mittelwert als fundamentale Idee
strukturierendes Arbeiten: zielgerichtete Reduktion auf| Anwendung algebraischer Verfahren:
das Wesentliche (reduziertes Baumdiagramm) Bruchrechnung
Modellbildung (Ziehen mit und ohne Zurticklegen) Prozentrechnung (3.2.7)

Pfadregeln - Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Multiplikationsregel DIDAKTIK/METHODIK

handlungsorientiertes und experimentel-

Additionsregel les Arbeiten
ausgewahlte Gliicksspiele
ERWEITERUNG
Gewinnerwartung klassische Probleme der Stochastik

faire Spiele

(aus: Niedersachsisches Kultusministerium: Rahmenrichtlinien fir das Gymnasium, Schuljahrgdnge 7-10, Ma-
thematik. Anhérfassung 2002, Seite 18)
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3.2 Ein méglicher Unterrichtsgang

Beim Einstieg in die Unterrichtseinheit wird an den Baustein ,Daten und Prognosen“ angeknipft. Das
Einstiegsbeispiel ist so gewahlt, dass einerseits der Modellbildung eine zentrale Rolle zukommt und
andererseits das Baumdiagramm als ordnende Strukturierungshilfe eingefuhrt wird. Die vorgestellten

Aufgaben bertcksichtigen unterschiedliche Aspekte bei der Verwendung von Baumdiagrammen:
e Pfadregeln

e reduzierte Baumdiagramme

e Interpretationen von Baumdiagrammen

e Erstellen von Baumdiagrammen aus vorgegebenen Daten

Zum Abschluss der Unterrichtseinheit wird ein Glucksspiel untersucht, zu dem sich eine Excel-Simu-

lation anbietet.

Besondere Materialien/Technologie: Dauer der Unterrichtseinheit:

Excel 12 Unterrichtsstunden

Gliederung

3.2.1  Lehrer Lampel - Zensuren mit vier Miinzen 96
3.2.2 Die K.O." - Aufgabe - ein Weg zur Pfad- und Summenregel 100
3.2.3  Weitere Aufgaben 100
3.2.4  Gewinnerwartung - faire Spiele 103
3.2.5  Aufgaben fir eine Klassenarbeit 104
3.2.6 Kontakt 104

3.2.1 Lehrer Lampel - Zensuren mit vier Miinzen*

Freier Lehrervortrag

Lehrer LAmpel hat wegen eines tberraschenden Fruhlingseinbruchs leider keine Zeit, die Stochastik-
Klassenarbeiten ausfihrlich zu korrigieren. Letztes Jahr hat er in einer &hnlichen Lage die Noten ein-

fach mit einem schlichten Wiirfel ausgewirfelt - aber leider gab es dabei ungefahr ein Drittel Flinfen

! zitiert nach W. Herget: Wahrscheinlich? Zufall? ... in: mathematik lehren 85 (1997)
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und Sechsen und entsprechend viel Arger mit der Klasse, den Eltern und mit dem Schulleiter. Er ver-
gibt daher diesmal die Noten wie folgt:

Fur jede Arbeit wirft er vier (ideale) Minzen, zahlt, wie oft dabei ,Wappen“ gefallen ist, addiert 1 und
notiert dieses Ergebnis als Note.

(Damit kommen hdchstens die Noten 1, 2, 3, 4 und 5 vor.)

Mdglicher handlungsorientierter Impuls: ,Hannes, wirf uns mal deine Deutschnote”.

An dieser Stelle entwickeln die Schilerinnen und Schiler selbst Fragen, was eine entsprechende Un-
terrichtskultur voraussetzt.

Anderenfalls: ,Wie wird wohl die Klassenarbeit ausfallen?* ,Wird es diesmal weniger Arger geben?*

Sammlung mdéglicher Erwartungsmuster

Jede Schilerin/jeder Schiler sollte fiir sich eine Hypothese notieren. Hier wird nichts berechnet, die
Schilerinnen und Schiiler kdnnen erste Argumente Uber ihre Hypothesen austauschen. Diese Samm-
lungsphase wird die Lehrkraft strukturieren, ohne zu werten.

Zu erwartende Hypothesen, die festgehalten werden:

Gleichwahrscheinlichkeit, symmetrische und unsymmetrische Verteilungen

Die experimentelle Phase

Es folgt eine Simulation mithilfe eines Experiments in Kleingruppen, die Ergebnisse werden in einer
Tabelle fixiert.

(Jede Gruppe wiurfelt einen Klassenspiegel, z. B. 26 Noten.)

Anzahl Wappen 0 1 2 3 4
Note 1 2 3 4
Malte/Felix
Anne/Maria

Diskussion

Die Ergebnisse der Gruppen sollten eingehend besprochen werden (z. B. AusreiRer, Regelmafig-
keiten).

Aus den Einzelexperimenten wird eine verbesserte Prognose ermittelt und als gemeinsam erwarteter
Notenspiegel festgehalten. Hierbei miissen Symmetrieeigenschaften bertcksichtigt werden, eine ein-

fache Mittelbildung ist ungeeignet.
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Anzahl Wappen 0 1 2 3 4
Note 1 2 3 4

gemeinsam erwarteter No-
tenspiegel

prozentualer Anteil

Voraussage
Wahrscheinlichkeit m
als bestmdogliche
Prognose Wahrschein- relative Hau-
lichkeit figkeit
Schatzung

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

Folgende mdgliche Fragestellung fuhrt zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten:
-Wie kommt es, dass die Note 3 am haufigsten auftaucht?“

Diese Frage fuhrt zum Kernproblem: Welcher Ergebnisraum ist fir die Modellierung dieses Zufallsex-

Note 3 @ Note 3
sechs Falle o)

ein Fall

periments geeignet?

zweimal Wappen
und zweimal Zahl

Die Validierung der beiden Modelle durch Ruckgriff auf das Experiment fuhrt zu der Einsicht, dass das
zweite Modell (zweimal Wappen und zweimal Zahl) unter der Pramisse der Gleichwahrscheinlichkeit
verworfen werden muss (Modellbildungskreislauf).

Methodische Hilfen: Simulation mit einer Miinze, vier unterscheidbare (ideale) Miinzen, ...
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Hierbei sollten zwei wichtige Hilfsmittel zum Einsatz kommen, um unterschiedliche Lerntypen anzu-

sprechen: Auflistung des Ergebnisraumes und das Baumdiagramm.

1. Hilfsmittel: Aufzahlung aller Elementarereignisse

wwww - Note 5

zzzz > Note 1

2. Hilfsmittel: Baumdiagramm
Bei der Auflistung der Elementarereignisse er- Ein erster Lehrerimpuls kdnnte sein:
geben sich zwangslaufig die folgenden Fragen:
e ,Sind wir sicher, dass alle Mdglichkeiten
erfasst sind?"
e ,Geht das nicht systematischer, einfacher,

anschaulicher?”

Die Schulerinnen und Schiler entwickeln das vollstéandige Baumdiagramm.

Danach muss eine Interpretation im Hinblick auf ein vollstandiges und strukturiertes Erfassen aller E-

lementarereignisse erfolgen.

Durch Auszahlen erhalt man die Wahrscheinlichkeitsverteilung, die der erstellten Prognose gegeniiber

gestellt werden muss.
Hinweis: An diesem Beispiel kénnten auch die beiden Pfadregeln hergeleitet werden.

Gehaltvoller ist die Erarbeitung an einem Beispiel mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten.

Fazit

Anknipfend an Klasse 7 wird das Aufstellen und Testen von Prognosen wiederholt. Am Begriff der

Wabhrscheinlichkeit als beste Prognose wird die Frage der Berechnung der Wahrscheinlichkeiten an-

geknupft. Zentrale Schwierigkeit ist dabei die Identifizierung der Elementarereignisse. Im Sinne der

Modellbildung wird der Gedanke eines mehrstufigen Zufallsexperimentes vorbereitet. Es wird das

strukturierte Erfassen durch die Erstellung von Baumdiagrammen eingefiihrt und die Berechnung der

Wabhrscheinlichkeiten nach Laplace wieder aufgegriffen.
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3.2.2 Die ,K.0." - Aufgabe - ein Weg zur Pfad- und Summenregel

In einem Strumpf befinden sich sieben Kugeln mit der Beschriftung ,,0" und zwei Kugeln mit der Be-
schriftung ,K“. Man zieht zweimal ohne Zurtcklegen. Beim Ziehen des Wortes ,OK" gewinnt man,
beim Ziehen von ,KO* verliert man. Bestimme die Gewinnchancen.

Hinweis: Das Spiel sollte exemplarisch durchgefiihrt werden, um ein Geflhl fur die zu Grunde liegen-
den Wahrscheinlichkeiten (Mdglichkeiten) zu erhalten und erste Hypothesen zu erstellen.

Bei der Verifizierung der Hypothesen fiihrt das erste Hilfsmittel - die Auflistung der Elementarereig-
nisse - zu grof3en Problemen. Die Vorzige des Baumdiagramms liegen auf der Hand: zum einen die

Strukturierung und zum anderen die Darstellung der Wahrscheinlichkeiten an den einzelnen Pfaden.

1

8 K
2
9 K

7 O

8

2

8 K
I o)

3 0

Das Beispiel fuhrt die Schilerinnen und Schiler zur Multiplikationsregel - der Weg Uber absolute Hau-
figkeiten kann hilfreich sein.

Die Diskussion Uber die beiden nicht genutzten Pfade und ihre gemeinsame Eigenschaft (Spiel endet
unentschieden) fuhrt zur Additionsregel.

Variation der Aufgabe: Ziehen mit Zurlicklegen.

3.2.3 Weitere Aufgaben

Aus einem Kanon zu bearbeitender Ubungsaufgaben sollte genetisch auf die Problematik des redu-

zierten Baumdiagramms hingearbeitet werden.

Eine geeignete Aufgabe, die auf ein reduziertes Baumdiagramm fihrt, ist:

Warten auf die Sechs

Heike bendtigt beim ,Mensch &rgere dich nicht-Spiel” eine ,Sechs”, um wieder ins Spiel zu kommen.
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a) Sie behauptet: ,Mit spatestens dem sechsten Wurf habe ich meine ,Sechs’.” ,Gib eine Begrin-
dung, mit der Heike den Fehler in ihrer Behauptung erkennt.”

b) ,Bestimme die Wahrscheinlichkeit, mit dem 6. (5., 4., 3., 2., 1.) Wurf die erste ,Sechs’ zu werfen.”

Bei der Auswahl der Ubungsaufgaben sollte auch beriicksichtigt werden, dass Baumdiagramme in

anderen Zusammenhangen verwendet werden. So ist hier z. B. eine Vernetzung mit der Prozentrech-

nung sinnvoll.
Marktforschung 70% +
1000 Besucher eines Pop-Konzerts
_ 60% w
wurden gefragt, ob ihnen das Konzert
0 -
gefallen hat (+) oder nicht (-). 30%
LErmittle mithilfe eines Baumdiagramms
) o 40%
den Anteil der weiblichen Besucher +
40%
bzw. den Anteil der Besucher, denen m
das Konzert gefallen hat.” 60% _

Warten an der Ampel

Auf seinem Schulweg muss Ole mit dem Mountainbike zwei Ampeln tberqueren. Haufig muss er vor
beiden Ampeln warten. Er stellt fest, dass die Griinphase bei der ersten Ampel 80 s und die Rotphase
120 s betragt, die zweite Ampel zeigt 60 s griin und 140 s rot.

~Stelle in einem Baumdiagramm alle Mdglichkeiten dar.*

.Berechne die Wahrscheinlichkeit fur die Grinphase (zweimal griin).”
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Losung zur Ampelaufgabe:

0,3 O

- @)

@)

0,4 (@]
07 8

0,6 =
' @)
0,3 O

@)

=

@)

0,7 .

Der Papierflieger

50% —

40% —

30% —

20% —

Relative Haufigkeit

10% —

3 5 7 9 11 13 15
zuruckgelegter Weg in Meter

Das Histogramm stellt die Papierflieger-Daten dar.
.Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass genau einer der nachsten beiden Fliige ein Blindganger (d. h.

weniger als 7 m) und der andere ein Erfolg (d. h. mindestens 7 m) wird.”
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3.2.4 Gewinnerwartung - faire Spiele

In der Einstiegsphase présentiert der Lehrer die folgende Spielidee:

Bei einem Gllicksspiel werden zwei Wirfel geworfen. Der Spieler erhalt fur die Augensummen 2 und
12 den Betrag von 8 Cent, fur die Augensummen 3 und 11 den Betrag von 4 Cent ausgezahlt. Der
Einsatz pro Spiel betragt 1 Cent.

Exemplarisch inszenierte Spielsituationen fuhren auf verschiedene Fragestellungen:

Rollenverteilung?

Ist das Spiel fair?

Ist ein Gewinn zu erwarten? Wenn ja, wie hoch ware er?

Anzahl der Spielrunden?

Dies sollte in der Formulierung einer ersten Hypothese miinden (Bank oder Spieler?).

Beide Hilfsmittel (Aufzahlung und Baumdiagramm) tragen zur Losungsfindung bei.

Die Schulerinnen und Schiler kdnnen sich selbststandig - z. B. in Gruppenarbeit - in den Kern des
Problems einarbeiten (gewichtetes Mittel).

Als weiterfiihrende Fragestellung bietet sich an dieser Stelle an:

.verandere die Spielsituation, damit das Spiel fair wird."

In diesem Zusammenhang ist auch die Verwendung einer EXCEL-Simulation des Spiels mdglich,

wenn die Schwankungsbreite diskutiert und veranschaulicht werden soll.

Gew innentw icklung Gew innentw icklung
300 +
300 200 -
100 l 100 | ﬂ/lf\,w/\"'\"
T T T T | 0 W T T 1
-100 200 0 -100 0 200 400 600 800 1000
-200 -
-300 300 J

Die Grafiken zeigen die kumulierte Gewinnentwicklung (in Cent) fir zwei Simulationen Gber 1000

Spiele.

Eine komplexere Aufgabe zur Vertiefung:

Die Differenz zahlt

Nicole besitzt einen Wiirfel, dessen Flachen mit 1, 4, 4, 4, 4, 6 beschriftet sind. Jorid hat einen Wirfel
mit 2, 2, 3, 5, 5, 5. Zuerst wirft Jorid ihren Wurfel und dann Nicole. Wer die niedrigere Augenzahl hat,

zahlt der anderen die Differenz in Cent.
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3.2.5 Aufgaben fir eine Klassenarbeit

1.) Hans hat in seiner Hosentasche 7 rote, 8 griine und 5 blaue gleich grof3e Murmeln.

2)

a)

b)

Er zieht eine Murmel. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, (i) eine rote, (ii) eine grine, (iii) eine
blaue Murmel aus der Hosentasche zu ziehen?

Hans zieht nacheinander zwei Murmeln ohne Zuricklegen der ersten Murmel. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit zieht er (i) zwei rote, (ii) zwei griine, (iii) zwei blaue, (iv) zwei gleichfarbige
Murmeln? ,Zeichne den zugehdrigen Baum.*

.Beantworte die Fragen aus b), wenn Hans mit Zurlicklegen zieht." ,Zeichne ebenfalls einen

Baum.*

In einer Schale liegen 24 Lutscher, 12 mit Cola-, 8 mit Limo- und 4 mit Spezigeschmack. Da sie

gleich aussehen, muss man sie lutschen, um sie zu unterscheiden.

a)

b)

c)

,Zeichne das Baumdiagramm mit den Wahrscheinlichkeiten, wenn man 2 Lutscher nachein-
ander probiert.”

.Bestimme die Wahrscheinlichkeit ,der Geschmack ist verschieden’ und erlautere dein Ergeb-
nis am Baumdiagramm.*

Man gewinnt 300 Cent, wenn man Spezi schmeckt, 120 Cent bei Limogeschmack und verliert

180 Cent bei Colagenuss. ,Ist das Spiel fair?*

3.2.6 Kontakt

Peter Fricke

Christian Gott christian.gott@debitel.net
Hans Kramer HkramerOl@aol.com
Stefan Luislampe rade.luislampe@t-online.de
Reimund Vehling R.Vehling@t-online.de
Wilhelm Weiskirch w.weiskirch@t-online.de
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3.3 Alternativer Einstieg

das Baumdiagramm als Hilfsmittel zur Untersuchung mehrstufiger Experimente

eine schilerzentrierte Einfliihrung in die Thematik

Materialien/Technologie: Dauer der Unterrichtseinheit:

Socken und Holzklétzchen 4 Unterrichtsstunden
Papierbégen, Klebeband, Edding

Gliederung

3.3.1 Experiment ,Oma aus der Socke* 106
3.3.2  Gruppenarbeit 107
3.3.3  Auswertung ( Entwicklung eines Baumdiagramms) 108
3.3.4  Aufgabenvorschlage 110
3.3.,5  Literatur 111
3.3.6  Kontakt 111

Ziel des hier vorgestellten Unterrichtsganges ist es, die Schilerinnen und Schiler mathematische In-
halte soweit wie mdglich selbststandig erforschen und gestalten zu lassen. Grundvorstellungen zu
Begriffen, Verfahren und Argumentationsmustern entwickeln sich tber subjektive Erfahrungen. Diese
Lernvoraussetzungen sind in einer ersten Phase zu erfassen. Gleichzeitig soll fir die Schilerinnen
und Schiiler der Weg der Erkenntnisgewinnung sichtbar werden. Methodischer Schwerpunkt ist die in
Phase 2 vorgestellte Gruppenarbeit (s. u.) und deren Auswertung in Phase 3, fir die ausreichend Zeit
zur Verfigung gestellt werden muss. Kenntnisse, Fertigkeiten und Fahigkeiten der Gruppenmitglieder,
aber auch deren Schwierigkeiten und Fehlvorstellungen sind fur den Erkenntnisprozess im Team zu

nutzen. Die Lehrkraft hat dabei eine beobachtende und beratende Funktion.

Der Unterrichtsgang erdffnet auch Moglichkeiten einer inhaltlichen Vernetzung mit anderen Bereichen
des Unterrichts. Insbesondere ergeben sich sinnvolle Wiederholungen zu den Themenbausteinen
3.2.1 ,Daten und Prognosen”“ und 3.2.7 ,Zuordnungen, Proportionalitdt und Dreisatz", die in die Erar-
beitung des neuen Stoffes integriert werden. Gerade beim Aufbau eines individuellen Wissensnetzes

kann dadurch fur die Schilerinnen und Schiler der allméhliche Kompetenzzuwachs erfahrbar werden.
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3.3.1 Experiment ,Oma aus der Socke"

= Einfiihrung in den Sachverhalt mittels des Experiments ,Zieh die Oma aus der Socke* [4].
(1 Stunde)

Es soll die Schulerinnen und Schiler veranlassen, ihre Vorstellungen zu artikulieren und eine motivie-

rende Lernausgangssituation bewirken.

Lehrerinformation zum Experiment

Verwendet werden insgesamt neun gleichartige Kldétzchen mit den Buchstaben O, M oder A, die auf
zwei Socken verteilt werden. Socke 1 enthélt je ein KIétzchen mit den Buchstaben O, M und A, Socke
2 zwei Kldtzchen mit den Buchstaben O, zwei mit M und zwei mit A. Zieht man die Buchstaben OMA
in dieser Reihenfolge aus einer Socke, so gewinnt man einen Euro, Bonbons o. &.. Eine Schilerin o-
der ein Schiuler entscheidet sich fur eine Socke und zieht dann nacheinander drei Klétzchen, ohne sie

zurlckzulegen.

Einstieg

Die Lehrkraft erklart das Experiment und stellt die Ausgangsfrage: ,Aus welcher Socke wirdet ihr zie-

hen?"

Méogliche Gelenkstellen zur Aufbereitung der Lernausgangssituation:
e spontane Entscheidungen fiir eine Socke werden an der Tafel fixiert; Schilerinnen und Schiiler
ordnen sich entsprechend ihren Entscheidungen raumlich getrennten Gruppen zu
e Diskussion der Begriindungen fiir eine Socke
e Erarbeitung einer Hypothese zu Gunsten einer Socke, durch
- Einsicht als Ergebnis der Diskussion
- Simulation des Experimentes (z. B. Wiirfel, Karten, TI-83/89...)
- Vergabe des Euros durch abwechselndes Ziehen aus beiden Socken

- arbeitsteiliges Experimentieren (mdgliches Ergebnis: n=100, k;=15, k,=5)

AbschlieBend

zusammenfassende Mehrheitsentscheidung fur (oder gegen) die Hypothese:

~>ocke 1 ist gunstiger als Socke 2“ als Lernausgangssituation fur die 2. Phase
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3.3.2 Gruppenarbeit

= Gruppenarbeit zur Analyse der Sachstruktur und Variation des Experiments
Die Schilerinnen und Schiiler sollen bei gleicher Ausgangssituation Regeln finden, so dass das Expe-

riment mit beiden Socken zur gleichen Gewinnerwartung fuhrt (1 Stunde).

Lehrerinformation zur Gruppenarbeit Y—

Die nachfolgende Gruppenarbeit sollte in etwa 5 Gruppen mit
Gpersarcinleg
hdchstens 6 Schiilerinnen und Schilern erfolgen.

e 5 chs

Fur jede Gruppe wird ein groRer Papierbogen, z. B. aus Zeitungsendrollen, bereitgestellt. Auf dem
Rand notieren die Gruppenmitglieder spontane Ideen, die fur einen gemeinsamen Gruppenvorschlag
auszuwerten sind. Das Diskussionsergebnis wird mit einem dicken Faserschreiber im mittleren Recht-
eck dokumentiert. Zur Prasentation der Gruppenvorschlage werden die Papierbégen aller Gruppen
z. B. an die hintere Klassenwand mit Klebeband angebracht. Die Ergebnisse sind von Gruppenmit-

gliedern vorzustellen.

Einstieg

Die Lehrkraft erlautert die Gruppenarbeit und erteilt den folgenden Arbeitsauftrag: ,Variiert die Regeln
so0, dass ein faires Spiel entsteht, wobei die Socken mit Inhalt als Ausgangssituation unverandert blei-

ben! Begriindet euren Vorschlag!”

Mogliche Zielsetzungen in den Gruppen:

1. Anpassung des jeweiligen Gewinns

2. Varianten der Ziehung mit und ohne Zuriicklegen

3. Anpassung der Trefferzahl bei mehrfacher Versuchsdurchfiihrung

4. Zusatzbedingungen fur Socke 2

Lehrerinformation zur Begleitung der Gruppenaktivitaten

Wahrend der Gruppenarbeit sollten die Schilerinnen und Schiler eigenstandig ohne Lenkung der
Lehrkraft forschen. So wird mathematische Kreativitat und Phantasie gefordert und geférdert. Schile-
rinnen und Schiler dieser Altersstufe sind an Spielsituationen stark interessiert und werden durch

Fragen nach Fairness und Gerechtigkeit im Spiel stark motiviert sich mit diesem Problem auseinan-
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dersetzen. Deshalb sollte der Arbeitsauftrag fir die Gruppenarbeit so knapp und prazise wie maglich
formuliert werden, ohne mdgliche Lésungsansatze vorweg zu nehmen.

Die Lehrkraft bleibt beobachtend und beratend im Hintergrund. In dieser Phase ist an mathematischen
Inhalten von der Argumentation mittels relativer Haufigkeit bis hin zu einem Baumdiagramm alles an
Schilerideen mdglich. Diese Vielfalt sollte auch zugelassen werden. Beratung bedeutet hier nicht, alle
Gruppen zum Baumdiagramm zu lenken, sondern jede Gruppe in dem von ihr selbst gewahlten An-
satz zu unterstitzen und eine Ausschéarfung der darin enthaltenen mathematischen Inhalte und Begrif-
fe zu fordern. Es ist damit zu rechnen, dass einzelne Gruppen versuchen, alle méglichen Ergebnisse
aufzuschreiben, die beim Ziehen aus den Socken auftreten kénnen. Hier ergeben sich Vernetzungs-
mdglichkeiten mit den Inhalten des Vorunterrichts. In jedem Fall kann das Baumdiagramm als Hilfsmit-

tel bei der Darstellung angeboten werden.

3.3.3 Auswertung (Entwicklung eines Baumdiagramms)
(1-2 Stunden)

Lehrerinformation

In dieser Phase stellen die einzelnen Gruppen ihre Ergebnisse vor, erlautern also die von ihnen entwi-
ckelten Spielregeln, die zu einem fairen Spiel fiihren. Dabei sollen die vortragenden Schilerinnen und
Schuler ihre Denkvorgange offen legen, den Mitschilerinnen und Mitschillern vermitteln, mit ihnen
weiterentwickeln und kritisch reflektieren.

Eine mathematische Ausscharfung hinsichtlich der Begriffe Baumdiagramm (Pfadregeln) und Gewinn-
erwartung soll erfolgen. Zu welchem Zeitpunkt dieser Phase und in welcher Vollstdndigkeit dieses ge-
schieht, ist von den Ergebnissen der Gruppenarbeit abhangig und hangt auch davon ab, in welcher

Form die Lehrkraft spater im Rahmen des vernetzenden Lernens auf diese Kenntnisse zugreifen will.

Mogliche Gruppenvorschlage

zu 1:

e Auf der Grundlage des durchgefihrten Experiments und angenommenen absoluten Haufigkeiten
ist fur die Ziehung aus Socke 1 ein Gewinn von 1 Euro, fur die aus Socke 2 ein Gewinn von 3 Eu-
ro fair.

e Anpassung durch Untersuchung der Elementarereignisse (Permutation):

Socke 1: OMA, OAM, MAO, MOA, AMO, AOM
Socke 2: O;M;A1, O;M1A,, O1MA7, O1MoA,, O.MiAL OoMiA,, OoMoAL, O.MoA, MiA; Oy,
M,A; 04, ... (120 Elementarereignisse)
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Es ergibt sich ein faires Spiel bei einem Gewinn von 1 Euro (Socke 1; p :%) bzw. 2,5 Euro (So-

cke 2;p =1—15).

Wahrend diese Aufzahlung bei Socke 1 von allen Schilerinnen und Schilern realisiert werden
kann, wird die Untersuchung der Elementarereignisse bei der Ziehung aus Socke 2 wegen der
grof3en Anzahl und der notwendigen Unterscheidung gleicher Buchstaben viele Uberfordern. Mog-
lich sind z. B. falsche Aufzahlungen. Diese Schwierigkeiten erfordern ein neues Hilfsmittel, wel-
ches an geeigneter Stelle (z. B. bei der Présentation anderer Gruppenergebnisse) zu entwickeln
ist.

e Anpassung durch Untersuchung von Pfaden (grafische Darstellung der ,Chancen®). Dieser Ansatz

fuhrt direkt zu Baumdiagrammen.

Zu 2:

Kinder neigen dazu, benachteiligten Spielern eine zusétzliche Chance zu geben.

Beispiele:

e Ist der erste Zug aus Socke 2 kein O, darf neu begonnen werden.

e Man zieht aus Socke 2 wie aus Socke 1 alle Steine und gewinnt, wenn an irgend einer Stelle die
Buchstabenfolge OMA auftritt, z. B. O;0,M;A;MA,.

zu 3:
Anpassung durch Festlegung der Trefferzahl bei mehrfacher Durchfiihrung des Experimentes, Bei-
spiele:

e viermalige Durchfiihrung bei Socke 1 und zehnmalige Durchfiihrung bei Socke 2

zu 4:
vielféltige Moglichkeiten, z. B. durch zuséatzliches Wiirfeln

Lehrerinformation zur Auswertung der Gruppenbeitrage

Aus allen Mdglichkeiten ergibt sich fir die Schilerinnen und Schiiler die Notwendigkeit, ein Baumdia-
gramm als tragfahiges Hilfsmittel zu entwickeln. Insbesondere lassen sich Fehlvorstellungen fur Ver-
besserungen nutzen. In intuitiver Weise werden Pfadregeln und Gewinnerwartung mit erschlossen.
Dieser Unterrichtsgang ermdéglicht den Schilerinnen und Schilern einen hohen Gestaltungsanteil.
Durch weitgehend selbstbestimmtes Handeln erschlie3en sie neue GesetzmaRigkeiten und gelangen
somit reflektierend zu einer tieferen Durchdringung der Inhalte und Methoden. Die Gruppenarbeit for-
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dert den sachbezogenen Dialog, die konstruktive Kritik und die Bereitschaft zum gemeinsamen Arbei-
ten. Die Dokumentation weist nicht nur die fertigen Ergebnisse aus, sondern auch den Prozess der
Erkenntnisgewinnung. Zusatzlich férdert die Prasentation der Arbeitsergebnisse die Fahigkeit, ma-

thematische Sachverhalte angemessen darzustellen.

3.3.4 Aufgabenvorschlage

Aufgabe 1

Wirfel 1 Wiirfel 2

2 1
2 1
2 4
3 4

a) Spielregel: Man gewinnt, wenn man bei 2 Wirfen einen Pasch wirft. ,Welchen Wiirfel wiirdest du
bei diesem Spiel wahlen?* ,Begrinde deine Entscheidung ausfuhrlich!*

b) Ina schlagt folgende neue Spielregel vor: Die beiden Wirfel werden den Spielern zufallig zugeteilt.
Jeder Spieler wirfelt mit seinem Wirfel zweimal. Gewonnen hat der Spieler mit der héheren Au-

gensumme. ,Ist das Spiel fair?" ,Begriinde ausfihrlich!

Aufgabe 2
Florian behauptet, beim gleichzeitigen Werfen mit 4 Minzen folgendes Ergebnis erzielt zu haben:
Anzahl der 0 1 2 3 4
Wappen
Florian 10 35 35 20 0

.Kommentiere!" ,Benutze die Begriffe absolute und relative Haufigkeit, Wahrscheinlichkeit, Baum-

diagramm und Pfadregel.”

Aufgabe 3

Ina behauptet: ,Baumdiagramme sind Quatsch, die braucht doch kein Mensch!“

,Uberzeuge sie vom Gegenteil!”
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3.3.5 Literatur

[1] Niedersachsisches Kultusministerium: Rahmenrichtlinien fir das Gymnasium, Schuljahrgdnge 7-
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3.3.6 Kontakt

Rudolf Berding rudolf.berding@ewetel.net
Reinhold Hoffmann k.r.hoffmann@t-online.de
Antje Jung jung-leer@t-online.de
Sabine Meyer swen.meyer@t-online.de
Hartmut Muller-Sommer mueller-sommer@t-online.de
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3.4 Chinesische Wiirfel

Anknipfend an relative Haufigkeiten soll ein Wurfelspiel mit Gberraschendem Ausgang analysiert

werden. Baumdiagramme sollen als geeignete Hilfsmittel zur Untersuchung mehrstufiger Zufalls-

experimente eingefihrt und die Pfadregeln erarbeitet werden.

Besondere Materialien/Technologie: Dauer der Unterrichtseinheit:

Wirfel nach BRADLEY EFRON (chinesische Wiirfel) | ca. 6 Unterrichtsstunden

Gliederung

3.4.1 Der Einstieg - Die Wette

3.4.2  Auswertung des Wiirfelexperiments und Vorstellung der Methoden
3.4.3  Einfihrung des Baumdiagramms

3.4.4  Mogliche Fortsetzungen/Ubungen

3.4.5 Anlagen

3.4.6 Literatur

3.4.7 Kontakt

3.4.1 Der Einstieg - Die Wette

112
113
114
116
119
119
119

Zu Beginn dieser Unterrichtseinheit wird der Klasse ein ,eigenartiger” Wiirfelsatz? vorgestellt, beste-

hend aus drei Wurfeln A, B und C mit den folgenden Augenzahlen:3

>lolo|d N
Wl || |o;
Olw|lw|d~|w

Naturlich soll mit diesen Wiirfeln auch gespielt werden, und zwar nach folgenden Regeln.

2 Unbeschriftete Wurfel kann man im Spielwarenhandel erhalten. Man kann sich die Wiirfel von Bradley Efron auch aus norma-
len Wurfeln selbst herstellen, indem man diese mit Klebepunkten beklebt und die erforderlichen Augenzahlen draufschreibt.

3 Im Anhang sind weitere mogliche Wurfelsets beschrieben.
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Die Spielregeln: Zwei Spielerinnen/Spieler wahlen nacheinander je einen Wirfel und wiir-

feln mit diesen gegeneinander. Die héhere Augenzahl gewinnt.

Diese Wurfel haben eine paradoxe Eigenschaft: Wirfel A gewinnt im Durchschnitt gegen Wirfel B,
Wiirfel B gewinnt gegen Wirfel C und Uberraschenderweise gewinnt C wiederum gegen A (s. U.); es
gibt also keinen besten Wiirfel. Dieser Effekt soll den Schilerinnen und Schilern zu Beginn der Ein-

heit im Rahmen einer Wette vor Augen gefuhrt werden.

Dazu werden ca. 5 Schilergruppen gebildet. Der Lehrer wettet mit der Klasse, dass er nach jeweils
5 Spielen gegen jede Gruppe insgesamt mehr Spiele gewonnen hat als die Klasse, wobei die Schiile-

rinnen und Schiiler immer als erste einen Wiirfel wahlen dirfen (missen!).

Die Schilerinnen und Schuler werden motiviert sein, eine fir sich optimale Strategie zu finden (,Nimm
Wiirfel X, der ist der Beste!"). Im Zuge des Wettspiels werden sie jedoch in der Regel feststellen, dass

sie im Durchschnitt gegen den Lehrer verlieren®. Es ergibt sich folgendes ,echtes* Problem:
Frage: Warum gewinnt meistens der Lehrer das Spiel?

(Sollte das Spielergebnis die vorstehende Frage nicht aufwerfen, so kann im Folgenden diskutiert

werden, ob es eine optimale Gewinnstrategie gibt und wie diese ggf. lautet.)

Den Schiilergruppen sollte nun Zeit gegeben werden, das Wiirfelspiel entsprechend der Fragestellung

naher zu untersuchen.

3.4.2 Auswertung des Wurfelexperiments und Vorstellung der Methoden

Die Schulergruppen stellen ihre Analyse des Spiels vor (Tafel, Overheadprojektor, Papier, ...). Vermut-

lich werden zwei Hauptargumentationsrichtungen auftreten:

1. Uberlegungen zur Wahrscheinlichkeit: ,Zum Beispiel ist Wiirfel A besser als Wiirfel B, weil zwei
Sechsen immer gewinnen und die Zweien auch noch gegen die Einsen gewinnen!“ In diesem Fall
kann direkt Uber die Diskussion der Einzelwahrscheinlichkeiten bzw. Uber die Diskussion einer
entsprechenden Visualisierung (Matrix) mit der Einfuhrung des Baumdiagramms (s. u.) fortgefah-

ren werden.

2. Haufigkeitsbetrachtungen: ,Wir haben oft gegeneinander gewdirfelt. Bei uns hat Wurfel A meistens
gegen B gewonnen und gegen C verloren!” In diesem Fall sind wieder zwei weiterfihrende Wege
denkbar:

4 Bei 25 Versuchen wird dies mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 71,3% der Fall sein.
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a) Das Wairfelset wird systematisch auf die relativen Haufigkeiten der Gewinne jeder Wiurfel-
kombination untersucht (Strichliste, vgl. Baustein ,Daten und Prognosen®). Uber die Frage
nach der besten Prognose (evtl. auch durch den Vergleich mit den Uberlegungen zur Wahr-
scheinlichkeit, vgl. 1) gelangt man wieder zur Wahrscheinlichkeitsberechnung und damit zum
Baumdiagramm.

b) Ein neues (paradoxes) Wiirfelset (siehe Anhang), das lediglich in einer Ausfertigung vorhan-
den ist, soll mangels Zeit ohne Haufigkeitsanalyse untersucht werden.

— Einfuhrung des Baumdiagramms

Im Sinne einer Methodenreflexion sollten die beiden aufgezeigten Argumentationsmuster - wenn sie

parallel auftreten - verglichen werden.

3.4.3 Einflihrung des Baumdiagramms

Zu Beginn beschrankt man sich auf die Untersuchung eines Wirfelpaares, hier z. B. A gegen B.
Uber die Frage, wie man alle Elementarereignisse (,Welche Spielausgange sind mdglich?*) anschau-
lich ermitteln kann, gelangt man zum Baumdiagramm, wobei ein zentraler Schritt (im Sinne eines Mo-

dellbildungsprozesses) sicherlich folgende Feststellung sein muss:

Ein einzelnes Wurfelspiel mit diesen Wirfeln lasst sich unabhangig von der Art der Versuchs-
durchfuhrung (gleichzeitiges Werfen oder Nacheinanderwerfen) als zweistufiger Versuch auf-

fassen.

Die Einzelwahrscheinlichkeiten lassen sich tber die den Schiilerinnen und Schilern bekannte LAPLA-
CE-Regel bestimmen. Schlielich gelangt man bei der Anwendung des Baumdiagramms auf zunachst
absolute Haufigkeiten, mit Hilfe des intuitiven Verstandnisses von Erwartungswerten flr eine grofRe
Versuchsanzahl (z. B. 180) zu den beiden Pfadregeln. Dabei ergibt sich im Ubrigen auch der Begriff
des Ereignisses (z. B. ,A gewinnt*) zur Formulierung der Pfadsummenregel zwanglos aus dem Spiel

heraus.
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Wiirfel A

Wiirfel B

80
120

wlN

O,
®

O

Feststellung: P(A gewinnt gegen B) = 40+40+20 _

180

Wirfel B

Wirfel C

B
gewinnt

B

gewinnt

gewinnt

C
gewinnt

Wiirfel A Wiirfel B

Ok
gewinnt

2
3

A
Z @ gewinnt
3
2
gewinnt
A
Z gewinnt
3
100 _ 5
180 9
Wirfel C Wiirfel A

A
gewinnt

W

C
gewinnt

A
gewinnt

C
gewinnt

2
3
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Baumdiagramme fiir die beiden anderen Wurfelpaare:

6 6
P(B gewinnt gegen C) = 5 P(C gewinnt gegen A) = 5
Ergebnis
Wiirfel 5 Es gibt zu einem vorgegebenen
E A 9 Wiurfel immer einen ,besseren”
9 hlZat mit & Wiirfel, d. h. die optimale Strate-
... schlagt mit einer _ .
Wahrscheinlichkeit von gie lautet:
Wiirfel Wiirfel ,Lasse zunachst den Gegner wéh-
C B len und wahle dann den entspre-

6
w chend besseren Wiirfel.“

Diese intransitive Relation zwischen den Wirfeln mag hier Gberraschen, aber bei dem Spiel: Stein
schlagt Schere, Schere schlagt Papier und Papier schlagt Stein scheint sie uns ganz selbstverstand-

lich. Niemand wirde hier auf die Idee kommen, als Erster zu ,wéahlen“.

3.4.4 Mogliche Fortsetzungen/Ubungen

Es werden im Folgenden Aufgaben vorgestellt, die sich als Fortsetzung anbieten. Die jeweilige Kurz-
L6ésung ist kursiv gedruckt.
1. Entwickle ein Woirfelpaar, bei dem ein Wirfel mit einer festgelegten Wahrscheinlichkeit

(hier p = g) gegen einen anderen gewinnt!

Anwendung der Pfadregeln unter einem neuen Blickwinkel. Mdgliche Losung: A: 2/2/4/4/4/4 und
B: 5/5/1/1/1/1.

2. Sandra behauptet: ,Wenn wir zu dritt je mit einem der oben genannten Wiirfel spielen, dann gibt

es einen besten Wirfel”. ,Was meinst du dazu?*

Damit wird ein dreistufiges Experiment behandelt, das mit den bekannten Pfadregeln ausgewer-

tet werden kann. Erstaunlicherweise gibt es nun einen besten (B) und schwéachsten Wirfel (C)!
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In einer Socke befinden sich 2 schwarze und 4 weil3e Kugeln. Es wird zweimal mit Zuriicklegen

gezogen. ,Sollte man auf das Auftreten zweier weiRer Kugeln wetten?*

Das Baumdiagramm ist identisch mit dem allerersten Baumdiagramm zu Wurfel A: 6/6/2/2/2/2
gegen Wiirfel B: 5/5/5/5/1/1, wenn die erste schwarze Kugel als ,6“ und die zweite schwarze Ku-

gel als ,1" aufgefasst werden.

In einem Gefal3 befinden sich zehn Kugeln: neun schwarze und eine wei3e. ,Du und ein Spiel-
partner ziehen abwechselnd eine Kugel. Wer die weil3e Kugel zieht, gewinnt. Méchtest du mit dem

Ziehen beginnen?*

Es spielt keine Rolle, wer mit dem Ziehen beginnt, was man einem entsprechenden Baumdia-

gramm entnehmen kann.

Im Jahre 2017 soll Jaden Gil einen Sportwagen erhalten, wenn er von drei Tennisspielen abwech-
selnd gegen Mutter Steffi und Vater Andre zwei in Folge gewinnt. Auf Grund zahlreicher Trai-
ningsspiele weil Jaden Gil, dass er in der Regel in 2 von 3 Spielen gegen den Vater verliert, aber

gegen die Mutter 2 von 3 Spielen gewinnt. Welche Spielreihenfolge soll er wahlen?

Intuitiv wird man eher Mutter - Vater - Mutter favorisieren, da damit die schwachere Mutter zwei-

mal spielen muss. Das verkiirzte Baumdiagramm zeigt, dass die andere Strategie besser ist:
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Mutter Vater Mutter

1
2 Sieg S S 212
5 33 9
3 8
3 N Puv(B) =
1 1 2
3 Niederlage 2 S 3 S 112 2
333 27
FNN
Vater Mutter Vater
2
1 Sieg : s 12_2
3 33 9 10
3 N Pymv(E) = >
2 2
3 Niederlage 3 S 3 S 2 ) 2 A1 - 4
- 333 27
3 N

6. ,Entwickle und notiere zu folgenden Baumdiagrammen ein Spiel mit zugehdrigen Regeln! Wie lau-

ten die Gewinnwahrscheinlichkeiten?

(@) (b)

ol
=

O

O

N~
o
W
(G
U‘I|J> wl
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3.4.5 Anlagen

Ubersicht tilber mégliche Netze

Drei Wurfel mit A schlagt B schlagt C schlagt A:
A: 6/6/2/2/2/2, B:5/5/5/5/1/1, C: 4/4/4/3/3/3
A: 6/6/2/2/2/2 , B:5/5/5/5/0/0, C: 4/4/3/3/3/3
A: 6/6/2/2/2/2 , B:5/3/3/3/3/3, C: 4/4/4/4/1/1

Vier Wurfel mit A schlagt B schlagt C schlagt D schlagt A:
A: 9/9/3/3/3/3, B:8/8/8/2/2/2, C:7/7/7/7/1/1, D: 5/5/6/6/4/4
A: 6/6/2/2/2/2, B:5/5/5/1/1/1, C: 4/4/4/4/0/0, D: 3/3/3/3/3/3

3.4.6 Literatur

[1] Kramer, W.: Denkste! Trugschliisse aus der Welt der Zahlen und des Zufalls. Piper Verlag, Min-
chen 1999,

[2] Kutting, H.: Stochastisches Denken in der Schule - Grundlegende Ideen und Methoden. In: Der
Mathematikunterricht 1985, 4, S. 87 ff.

[3] PROST - Problemorientierte Stochastik. Stochastik-Sammlung 1, MUED-Schriftenreihe Material-
sammlungen. Appelhilsen 1999. [www.mued.de]

3.4.7 Kontakt

Sandra Behsler s.behsler@web.de
Dr. Martin Koch m.b.koch@t-online.de
Lars Schoppmann lars.schoppmann@t-online.de
Dr. Ingo Stlbig ingo.stuebig@t-online.de
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3.5 Erwartungswert - Faires Spiel

Ausgehend von dem Wirfelspiel ,Chuck your Luck® wird in einem mehrstufigen Zufallsexperiment der

Erwartungswert (der zu erwartende Gewinn) eingefihrt. Im Sinne einer didaktischen Reduktion wur-

den die Originalspielregeln etwas geandert.

Voraussetzungen:

Baumdiagramm - Summenregel - Pfadregel

Dauer der Unterrichtseinheit:

4 - 5 Unterrichtsstunden

Gliederung

3.5.1  Chuck your luck

3.5.2  Ubungsmaterial - Variationen

3.5.3 Klassenarbeitsaufgaben

354 Literatur
3.55 Kontakt

3.5.1 ,Chuck your luck”

1. Stunde

Einstieg

Beschreibung des Spiels

120
127
128
130
130

Der Spieler darf eine der 6 Wurfelzahlen wahlen (hier wurde im Sinne einer didaktischen Reduktion

ausschliel3lich die 6 gewahlt) und zahlt einen Euro an die Bank. Der Spieler wirfelt mit drei Wurfeln.

(Im Originalspiel werden nicht Ziffern gewahlt sondern Symbole wie Anker und Kronen.)

Als Gewinn werden folgende Quoten ,ausgezahlt®:

Ergebnisse keine 6 eine 6 zwei 6en drei 6en

: Geld bleibt bei . 2 € werdenge- | 3 € werden ge-
Aktion der Bank 1 € wird gezahlt zahlt Zahlt
Verlust/Gewinnrechnung -1€ 0€ +1¢€ +2€

Problemstellung

+Wirdest du mitspielen? - Wer nimmt die Bank?"
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Hypothesenbildung

S: A nimmt die Bank, weil ...“

Experiment

Spielen in Zweiergruppen; die Ergebnisse werden wie folgt protokolliert:

(15 Arbeitsgruppen mit 50 Spielen liefern 750 Ereignisse)

Summe\Treffer keine 6 eine 6 zwei 6en drei 6en
Gewinn -1€ 0€ +1€ +2 €
Ergebnisse
50 27 20 3 0
50 25 19 5 1
50
50
Summe z. B. 52 39 8 1

(Daten sammeln in Tabellenform; evtl. Einsatz einer Tabellenkalkulation oder des TI-92 mit dem Ta-

bellenkalkulationsmodul; evtl. Sdulendiagramme)

Erste Analyse/Beobachtungen

e das Spiel ist ungerecht, weil bei tiber 50 % aller Spiele das Geld verloren geht, d. h., die Bank ge-
winnt fast 50 % der Spiele
e nur wenige Spiele liefern Gewinn

e ungefahr 50 % der Spiele sind wertneutral

Vorlaufiges Ergebnis

Die Bank gewinnt immer, der Spieler wird ,iber den Tisch gezogen®.

Hausaufgaben

a) 50 Spiele zu Hause durchfiihren und protokollieren

b) Wie viel Geld ist eingesetzt worden - wie viel Geld wurde ausgezahlt?
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2. Stunde

Einstieg unter Einbeziehung der Hausaufgabe

e evtl. VergréRerung des Datenmaterials
e neue Erkenntnisse diskutieren

e von 750 eingezahlten Euros werden 370 Euros ausgezahlt

Problemstellung

Wie erkennt man vor dem Geldverlust, ob ein angebotenes Spiel gerecht ist?

Impuls

Aktuelle Gesetzeslage: 60 % des eingezahlten Geldes muss ausgezahlt werden.

Die Spielcasinos von Las Vegas werben damit, dass sie 97 % wieder auszahlen.

Problemlésung

e Vorschlage von Schiilern einholen
e Ergebnismenge als Liste aufzahlen (sie fallt sehr umfangreich aus)
e Baumdiagramm

e Diskussion der Méglichkeiten

Arbeitsphase - Gruppenarbeit

.Finde einen Rechenweg zur Bestimmung des Gewinns."
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(6/6/6)

(6/6/6)
(6/6/6)
(6/6/6)
(6/6/6)
(6/6/6)
(6/61/6)
(6/6/6)
- = = 125 - = 25
6/6/6 = — 6/6/6 = —
p( ) 216 p( ) 216
- = 25 - 5
6/6/6 = — 6/6/6 = —
P ) 216 P( ) 216
- = 25 - 5
6/6/6 = — 6/6/6 = —
p( ) 216 p( ) 216
(6/6/6) =2 (6/6/6) -1
P 216 P 216
eine 6: kursiv zwei 6en: Fett
keine 6 eine 6 zZwei 6en drei 6en
Gewinn-Verlust -1€ 0€ +1 € +2 €
Wahrscheinlichkeit % E £ i
216 216 216 216
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Ergebnissammlung

Die Schilerinnen und Schiler kdnnten folgende Vorschlage machen:

Bei 216 Spielen ergibt sich:  -1€ . 125+ 0€ - 75 +1€ - 15 +2€ - 1 = -108€

Bei 50 Spielen ergibt sich:
P J —1€~%~50+0€~£~50 +1€-£-50 +2€~i~502—25€

216 216 216 216

Bei 1 Spiel ergibt sich:

P J —1€-% +O€-£ +1€-£ +2€-i=—0,5€

216 216 216 216

Bei 750 Spielen ergibt sich:

P J —1€-%-750+0€-£-750 +1€~£-750 +2€-i-750=-375€

216 216 216 216

Diskussion der Lésungswege

Ergebnisformulierung

50 % des eingezahlten Geldes geht verloren. Das Spiel ist unfair.

Hausaufgaben

Man wirfelt nun mit zwei Wirfeln. Die Regeln entsprechen dem obigen Beispiel.

keine 6 eine 6 zwei 6en
Gewinn-Verlust -1€ 0€ +1€
3. Stunde
Hausaufgabe
keine 6 eine 6 Zwei 6en
Gewinn-Verlust -1€ 0€ +1€
Wahrscheinlichkeit é E i
36 36 36
bei einem Spiel ergibt sich | -1€ - § +0€ - E + 1€ - i = _Z€
36 36 36 3
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Bewertung

Das Spiel ist noch unfairer.

Problemstellung

Wie soll man sich verhalten?
e man spielt nicht mehr

¢ Regeln werden geéndert

e wie kann man das Spiel fair machen?

Hypothesenbildung (Lehrer-Schiiler-Gespréach)

Einsatz andern - Auszahlungsplan andern - ...

z. B.: 1 € an die Bank zahlen; die Auszahlung um 1 € erhdhen.

keine 6 eine 6 zZwei 6en drei 6en
Gewinn-Verlust: -1€ 1€ +2 € +3 €
Wahrscheinlichkeit: % E E i
216 216 216 216
bei einem Spiel ergibt sich |-1€ - 125 +1€ - & +2€ - + 3€ i =-0,079€
216 216 216

Bei einem Spiel betragt der Verlust im Durchschnitt 8 Cent. Das Spiel ist unfair, aber in Anbetracht der

Nebenkosten der ,Bank" akzeptabel.

Arbeitsphase

Die Schiilerinnen und Schiiler rechnen weitere Beispiele unter Anderung der Regel.

Anderung

0,5 € an die Bank zahlen; die Auszahlung bleibt unverandert.

keine 6 eine 6 zwei 6en drei 6en
Gewinn-Verlust -0,5€ +0,5€ +1,5€ +25€
Wahrscheinlichkeit % E £ i
216 216 216 216
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bei einem Spiel ergibt sich | -0,5 % +0,5€ E +1,5€ E +2,5€ i =0€
216 216 216 216

Das Spiel ist fair.

Anderung

1 € an die Bank zahlen; die Auszahlung verdoppelt sich.

keine 6 eine 6 Zwei 6en drei 6en
Gewinn-Verlust -1€ +1€ +3 € +5 €
Wahrscheinlichkeit % E £ i
216 216 216 216
bei einem Spiel ergibt sich -1€ % + 1€ E + 3€ E + 5€ i =0€
216 216 216 216

Das Spiel ist fair.

Anderung

Ergebnissicherung

Vorstellung und Bewertung der Schiilerergebnisse.

Es gibt Regelanderungen, die das Spiel fair machen.

, Definition” erwarteter Gewinn

Den zu erwartenden Gewinn pro Spiel berechnet man, indem man die Gewinne bei den einzelnen
moglichen Spielergebnissen mit den zugehotrigen Wahrscheinlichkeiten multipliziert und die Produkte

dann addiert.

Hausaufgabe

.verandere die Spielregeln der Hausaufgabe mit den zwei Wurfeln so, dass das Spiel fair wird.“
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4. Stunde

Besprechung der Hausaufgaben

Lésungsvorschlage der Schilerinnen und Schiiler erértern

3.5.2 Ubungsmaterial - Variationen

1. ,Augensumme*
Zwei Wirfel werden geworfen und die Augensumme gebildet. Der Einsatz betragt 80 Cent pro
Spiel. Der Spieler erhalt nach dem Wurf das 10-fache der Augensumme ausgezahilt.
a) Berechne den zu erwartenden Gewinn pro Spiel. Untersuche, ob das Spiel fair ist.
b) Andere das Spiel so, dass es fair wird.

LOsunaq:
a) Der durchschnittliche Verlust betragt 10 Cent pro Spiel.

b) Bei einem Einsatz von 70 Cent wird das Spiel fair.

2. ,Pasch-Spiel" (zwei Wiirfel)
Markus schlagt Simone folgendes Wirfelspiel vor: Tritt ein Pasch auf, so hat Simone gewonnen
und erhdlt 2 € . Im anderen Fall hat Markus gewonnen und er erhalt 1 € .
a) Simone findet die Regel unfair und fordert 3 € . ,Was meinst du dazu?*
b) Markus bietet eine neue Regel an: Simone erhalt beim Pasch 1 1 €, bei Pasch 2 2 €, .... ,Be-
griinde deine Meinung.”

c) .Andere die Spielregel von b so ab, dass das Spiel fair wird.*

Ldsunaq:
1 1 . . . i . .
a) E(X)= _E; E(X) = —5 ; Simone verringert zwar ihren Verlust, erhalt aber immer noch kei-
nen Gewinn.
1 _. . . .
b) E(X)= _Z ; Simone wird noch immer ,uber den Tisch gezogen®.

c) Es bieten sich viele Mdglichkeiten an, die diskutiert werden kdnnen.
3. ,Zeitungskiosk"
Ein Kioskbesitzer bezieht wochentlich 3 Exemplare einer selten gekauften Wochenzeitschrift. Die

Nachfrage nach diesem Blatt gibt die Figur nach seiner Erfahrung wieder.
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Anzahl der drei Exemplare
nachgefragten | kein Exemplar ein Exemplar | zwei Exemplare P
und mehr
Exemplare
Wahrschein-
lichkeit 0.1 0,4 0,3 0,2

Er kauft das Blatt fur 1,50 €. Er verkauft es fur 2,80 €. Unverkaufte Exemplare kann er nicht zu-
rickgeben.

a) Lohnt sich das Geschéft auf lange Sicht?

b) Andert sich die Situation zu seinen Gunsten, wenn er nur zwei Exemplare einkauft? Diskutiere

die Auswirkungen auf sein Geschéft.

LOsunaq:
a) Auf lange Sicht macht er einen Verlust von 2 Cent.

b) Wenn er nur zwei Zeitungen bezieht, wird er langfristig einen Gewinn von 92 Cent haben.

3.5.3 Klassenarbeitsaufgaben

,Olsuche*
Eine Olgesellschaft steht vor folgender Entscheidung: Sie kann sich in zwei verschiedenen Olfel-

dern die Bohrrechte sichern.
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Gesamtgewinn nach
Bohrfeld Wahrscheinlichkeit, Abzug der Kosten, Kosten,
Ol zu finden wenn Ol gefunden die immer entstehen
wird
Olfeld 1 0,6 600 000 € 100 000 €
Olfeld 2 0,8 400 000 € 50 000 €
Ldsung:

erwarteter Gewinn bei Feld 1: 600 000 - 0,6 — 100 0 - 0,4 = 320 000
erwarteter Gewinn bei Feld 2: 400 000 - 0,8 — 50 000- 0,2 = 310 000

Die Gesellschaft wird sich fir das erste Feld entscheiden

Zur Verkirzung der Aufgabe kann der Erwartungswert fiir das 2. Feld vorgegeben werden.




.Die bose 3*

Beim Wiirfelspiel ,Die bése 3" betragt der Einsatz 3 €. Dann werden zwei Wirfel geworfen. Fallt
keine ,,3“, so erhélt der Spieler 6 € ausgezahlt. Fallt genau einmal die ,3“, so geht der Einsatz an
die Bank. Fallen zwei ,3en“, muss er weitere 3 € an die Bank zahlen.

a) Erstelle ein geeignetes Baumdiagramm! Berechne den erwarteten Gewinn pro Spiel!

b) Begriinde, dass das Spiel unfair ist! Verédndere die Regeln des Spiels so, dass das Spiel fair

wird!
LOsung:
keine 3 eine 3 zZwei 3en
Gewinn-Verlust +3 € -3€ -6 €
Wahrscheinlichkeit § E i
36 36 36
bei einem Spiel ergibt sich 3€ - é -3€- E - 6€ - i = +§€
36 36 36 36

Die Bank verliert. Fur die Spielanderung ergibt es viele Mdglichkeiten.

.Karten ziehen*

Aus einem Kartenpack mit 3 Buben, 2 Damen und 4 Kdnigen werden nacheinander 2 Karten ohne
Zuruckstecken gezogen.

a) Zeichne ein Baumdiagramm!

b) Bestimme Ergebnismenge und Wahrscheinlichkeitsverteilung!

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist bei den zwei Ziigen wenigstens eine Dame dabei?

Verkirzte Losung:

a) Baumdiagramm wie immer

b)
Ereignisse BB BD BK DB DD DK KB KD KK
Wahrscheinlichkeit i i E i i i E i E
36 36 36 36 36 36 36 36 36

c) Folgende Ereignisse erfiillen die geforderte Bedingung: BD, DB, DD, DK, KD

1
Mit Benutzung der Summenregel ergibt sich die Wahrscheinlichkeit P:E
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4. ,Spielautomat”

Dauert ein Spiel zwischen 30 und 60 Sekunden, muss der wieder ausgezahlte Betrag 70% des
Einsatzes betragen.

Ausgezahlter Betrag 0,00 € 0,10 € 0,20€ 0,50 € 1€ 2€
Wahrscheinlichkeit E l i i i i
100 5 10 25 50 100

a) Zeige, dass bei einem Einsatz von 0,20 € die gesetzliche Bestimmung nicht erflllt ist!
b) Wie muss der Einsatz qualitativ verandert werden, damit die gesetzliche Auflage erfillt ist?
Erlautere deine Uberlegungen!

Verkirzte Lésung:

Der erwartete Gewinn pro Spiel betragt - 0,1 €, d. h. er verliert von seinem Einsatz die Halfte. Die ge-
setzliche Auflage ist nicht erfillt. Um die gesetzliche Auflage zu erflllen, hatte man nur 0,06 € pro
Spiel verlieren durfen, d. h. der erwartete Gewinn muss - 0,06 € betragen.

Der Einsatz muss verringert werden.

3.5.4 Literatur

[1] Cukrowicz, J., Zimmermann, B. (Hrsg.): MatheNetz 8. Westermann Verlag, Braunschweig 2000.
[2] Schonbeck, 1., Schupp, H. (Hrsg.): Plus; Mathematisches Unterrichtswerk, Klasse 9. Schéningh
Verlag, Paderborn 1978.

[3] Schmid, A., Schweizer, W.: Lambacher-Schweizer, Stochastik Grundkurs. Klett Verlag, Stuttgart
1986.

3.5.5 Kontakt

Ulrich Kuhlmann Ulli.Kuhlmann@t-online.de
Werner Riedel Werner_Riedel@t-online.de

Renate Rathje
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4 Ruckwartsschlielen im Baumdiagramm

Hinweise

Es gibt grundsatzlich unterschiedliche Ansatze, diesen Baustein zu behandeln. Da ist zunachst das
Konzept, nur innerhalb eines Baumdiagramms riickwarts auf die Wahrscheinlichkeiten von Ereignis-
sen zu schlieBen. Andererseits kann man auch in stochastisch iterativen Prozessen mit dem Satz von
Bayes den Zugewinn an Sicherheit bei der Beurteilung von Hypothesen berechnen. Insbhesondere fiir
diese iterative Betrachtungsweise sind die vorgestellten elektronischen Werkzeuge sinnvoll und not-
wendig. Die dahinter liegenden Programme kdnnen im Unterricht exemplarisch entwickelt werden. Sie

sind gut geeignet, die Struktur der Iteration aufzuzeigen.

In den Titeln der einzelnen Unterkapitel wird der Ansatz bereits deutlich:

In dem Kapitel Vom Experiment zur Realsituation wird am Experiment handlungsorientiert auf der Ba-
sis von Baumdiagrammen ein Werkzeug zur Beurteilung realer Vorgange bzw. der in den Medien pub-
lizierten Fehler entwickelt.

In dem Kapitel Bayes lteration soll anhand einer Aufgabe aus dem Glicksspielbereich durch iteratives
Nutzen neuer Informationen (wiederholtes Anwenden der Regel von Bayes) die Wahrscheinlichkeit
der Richtigkeit einer zu treffenden Entscheidung erhéht werden.

In Einsatz von Tabellenkalkulation und GTR werden Programme (Excel und TI-83) zur algebraischen
Bearbeitung und graphischen Aufbereitung von Problemen aus dem Bereich der Bayes Iteration vor-
gestellt.

Im Kapitel Vom Problem zum Werkzeug werden neben Verfahren, die auf der Betrachtung von abso-
luten und relativen Zahlen in Baumdiagrammen basieren, auch Vierfeldertafeln als Prognoseinstru-
ment entwickelt. Hierbei werden unterschiedliche Zugange bzgl. absoluter und relativer Haufigkeiten
vorgestellt.

In dem Kapitel Schatzen und Berechnen von Bayes-Wahrscheinlichkeiten wird zunéchst die subjekti-
ve Behandlung des Problemfeldes angesprochen, bevor auf der Basis der Baumdiagramme der um-
gekehrte Wahrscheinlichkeitsbaum als Mittel zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten erarbeitet
wird.

In allen Beitragen wird auf eine rein formale Betrachtung der Bayes-Theorie zu Gunsten einer hand-
lungsorientierten Behandlung verzichtet. Die schilernahe und realitédtsbeschreibende Untersuchung

entsprechender Problemsituationen steht hierbei stets im Vordergrund.

Kontakt

Heiko Knechtel HKnechtel@aol.com
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4.1 Rahmenrichtlinien - Baustein , RickwartsschlieRen im Baumdiagramm®

Von grundlegendem Interesse fur alltdgliches Denken ist die Mdglichkeit, von einem Ereignis auf ein
anderes ruckzuschlieRen und sich der dabei méglichen Fehlschlisse bewusst zu sein. Die dazu erfor-
derlichen Uberlegungen sollen unter Ausnutzung der bereits bekannten Pfadregeln auf intuitive Weise
zu der Bayes-Formel flihren, ohne dass der Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit explizit formuliert

bzw. formal behandelt wird.

Die Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten des Ereignisses unter der Voraussetzung einer vermuteten
Ursache (,gunstig fir das Ereignis®) und die Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten des Ereignisses
(,mdglich fur das Ereignis®) werden mithilfe von Baumdiagrammen veranschaulicht und nachvollzieh-
bar. Durch Bilden des Quotienten, ahnlich wie bei der Laplace-Wahrscheinlichkeit

p("gunstig fur dasEreignis")
p("méglichfir dasEreignis") ’

erhédlt man eine vereinfachte Form der Bayes-Regel, die fir die Schile-

rinnen und Schiiler dieser Altersstufe gut handhabbar ist.

Bei konkreten Berechnungen ist es haufig anschaulicher, mit absoluten Haufigkeiten zu arbeiten. Die
Vierfeldertafel ist daher neben dem Baumdiagramm ein gleichwertiges, zugleich ergdnzendes Werk-

zeug.

Neue Einsichten oder Beobachtungen fuhren manchmal zu der Erkenntnis, dass Entscheidungen re-
vidiert werden mussen. Die bereits in den Klassenstufen 7 und 8 erfahrene Einsicht, dass sich ge-
schatzte ,Wahrscheinlichkeiten* auf Grund neuer Informationen andern kdnnen, fuhrt hier durch das
wiederholte Anwenden des entsprechenden Prozesses zu veranderten Wahrscheinlichkeitswerten,
die schrittweise die Sicherheit der Aussagen erhdéhen. Dadurch wird das Abwégen des Risikos von

Fehlentscheidungen maoglich.

Inhalte und Verfahren Hinweise

Darstellung in Baumdiagrammen unter Verwendung von | VERNETZUNG
Haufigkeiten langfristige Vorbereitung auf Fragestel-

Berechnung der bendtigten Wahrscheinlichkeiten mit | lungen der beurteilenden Statistik (3.3.2)
Hilfe von Baumdiagrammen und Vierfeldertafeln

,Umkehrung" der Blickrichtung als heuristische Strategie | DIDAKTIK/METHODIK

Darstellung des Alltagsproblems in Hau-
figkeitsrastern

Berechnung von geschétzten ,Wahrscheinlichkeiten* in elektronische Hilfsmittel fiir das wieder-

Anwendung der vereinfachten Bayes-Formel

mehrstufigen Prozessen holte Anwenden der Bayes-Formel (Vor-
Verbesserung von Hypothesen durch Informationszu- | hersagen unter Unsicherheit)
wachs.

(aus: Niedersachsisches Kultusministerium: Rahmenrichtlinien fir das Gymnasium, Schuljahrgdnge 7-10, Ma-
thematik. Anhérfassung 2002, Seite 26)
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4.2 Vom Experiment zur Realsituation

Der gewabhlte Einstieg in die Unterrichtseinheit soll den Schilerinnen und Schilern einen intuiti-
ven Zugang zur Thematik ermdglichen. Die wiederholte Ausfiihrung eines Experimentes soll
dazu verhelfen, ein Gefluhl fur die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten und ihre Veranderung
von Stufe zu Stufe zu entwickeln.

Dabei kdnnen wichtige Begriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung (a-priori-, a-posteriori-, Irr-
tumswabhrscheinlichkeit) zur Sprache kommen oder zumindest propédeutisch erarbeitet werden.
Es geht an dieser Stelle nicht darum, die Bayes-Formel zu entwickeln. Zur Visualisierung der
gefundenen Zusammenhéange werden vereinfachte Bayes-Diagramme und geeignete Tabellen
benutzt.

Das Einstiegs-Experiment ist eine Abwandlung des Bertrand’schen Schubladenproblems.

Die Bearbeitung realer (Test-)Situationen schlief3t sich an.

Unterrichtsorganisation: Dauer der Unterrichtseinheit:

e Problemorientierung, Realitatsbezug, Mo- |5 - 6 Unterrichtsstunden
dellierung, Verbalisierung
e Offnen von Lernsituationen, variationsrei-

ches Uben, verbunden mit Eigentétigkeit

Besondere Materialien/Technologie: Notwendige Vorkenntnisse:

Socken als Urnen Baumdiagramm und Pfadregeln
ggf. graphikfahiger Taschenrechner, Taschen-
computer oder Computer mit Simulationspro-

grammen

Gliederung

4.2.1  Bertrands Schubfachproblem und Bayes-Diagramme
4.2.2  Erstes Experiment

4.2.3  Zweites Experiment

4.2.4  Tests und ihre Probleme

4.2.5  Aufgaben- und Arbeitsbléatter
4.2.6  Weitere Aufgaben

4.2.7 Materialien zum AIDS-Test
4.2.8  Materialien zum Hepatitis C-Test
4.2.9  Aufgabe zur Bayes-Formel
4.2.10 Literatur

4.2.11 Kontakt

134
134
138
140
146
150
151
157
160
161
161
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4.2.1 Bertrands Schubfachproblem und Bayes-Diagramme

Zu Beginn werden das Bertrand’sche Schubfachproblem und das Hilfsmittel ,Bayes-Diagramm* vor-
gestellt (nach Lit. [2]).

Bertrand hat drei gleich aussehende Schranke mit je zwei Schubladen. In jeder Schublade liegt
eine Minze.
Im ersten Schrank gg enthalten beide Schubladen Goldmiinzen, im

zweiten Schrank gs liegt eine Gold- und eine Silberminze. Im dritten

Schrank ss enthalten die beiden Schubladen Silbermiinzen.

Du wahlst zufallig ein Schrankchen und darin eine Schublade aus und

siehst nach dem Offnen eine Goldmiinze. Wie groR ist nach dieser

Entdeckung die Wahrscheinlichkeit, dass auch die zweite Schublade eine
Goldminze enthalt?

Zur Veranschaulichung der Situation dienen das Baumdiagramm, das reduzierte Baumdiagramm und
das Bayes-Diagramm, in welchem nur das tatsachlich beobachtete Indiz interessiert.

Baumdiagramm: reduziertes Baumdiagramm: Bayes-Diagramm:

1 1 1
3 3 3 3

w

4.2.2 Erstes Experiment

Als erstes Experiment kann entweder das unten ausgefiihrte ,Sockenexperiment* oder die Version
~Sockenspiel” (siehe ,,Aufgaben- und Arbeitsblatter, S. 146) durchgefiihrt werden.

Die Variante mit dem Spiel bietet den Vorzug, dass nicht sofort eine der Auswahlméglichkeiten aus
der weiteren Betrachtung herausfallt und obendrein die Wiederholung des Experiments qua Spielidee
begrindet wird.

Natdrlich kann auch das unten aufgefiihrte ,Sockenexperiment in einer Spielversion durchgefihrt
werden.
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Das ,Sockenexperiment liefert sehr tUbersichtlich die Ideen zur Losung des Problems.

Die Beschreibung des Experimentes und die Durchfiihrung erfolgt im Klassengesprach.

Drei Urnen sind mit Euro- und Centmiinzen gefillt. In Urne 1 befinden sich 10 Euromiinzen. In

Urne 2 sind 5 Euro- und 5 Centmiinzen. Urne 3 ist mit 10 Centmunzen gefillt.

Urne 1 Urne 2 Urne 3

5 ) y

s -".ll l'_-"lII :_.-"'I

Eine Urne wird verdeckt ausgewahlt. Eine Miinze wird gezogen und zunéchst nicht gezeigt. Die

Schiilerinnen und Schiler sollen entscheiden, aus welcher Urne das Geldstiick stammt.

ausgewahlt werden kénnten:

Die Schilerinnen und Schuler werden relativ schnell erkennen, dass alle Urnen mit gleicher Chance
1

[UrneT] [Ume2| [Urne3|

wl-
w

Erst jetzt wird die Art der gezogenen Milinze genannt.

(Die folgende Betrachtung geht von einem gezogenen Euro aus.)

Die Schulerinnen und Schiiler sollen nun zu den Chancen erneut Stellung nehmen; ggf. revidieren sie
ihre vorherige Ansicht. Es ist klar, dass dabei eine Urne herausfallt, in diesem Beispiel die ausschliel3-
lich mit Centstiicken gefiilite.

Es wird sich ein zweigeteiltes Meinungsbild ergeben: Die einen Schilerinnen und Schuler werden sa-
gen, dass sich die Chancen gleich verhalten; die anderen werden der Euro-Urne héhere Chancen ge-

ben.

Bei der Erarbeitung der Lésung wird in einer neuen Diagrammdarstellung (Bayes-Diagramm) die Situ-
ation dargestellt und das Chancenverhdltnis von 2:1 ablesbar. Gleichzeitig wird in einer Tabelle eine
Ubersicht begonnen, die die Wahrscheinlichkeiten der Hypothesen ,H;: Das Geldstiick kommt aus Ur-

ne U enthélt.
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1 1
3 % 3 Hy H: Hs
[Urnel]  [Urne2) Urnes3| Vorher-Wahrscheinlichkeit % % %
\ %/
Nachher-Wahrscheinlichkeit 2 1 0
° °
P(€ und aus Urne 1) = % = % P(€ und aus Urne 2) = % P(€ und aus Urne 3) =0

An dieser Tabelle soll deutlich werden, dass sich die Wahrscheinlichkeiten geandert haben. Aus dem

Unterrichtsgesprach misste sich ergeben, dass die Hypothese H; vorzuziehen ist, aber auch mit der

Wabhrscheinlichkeit % falsch ist. Ggf. kann jetzt schon der Begriff der Irrtumswahrscheinlichkeit einge-

fuhrt werden.
Diese Unsicherheit legt eine Wiederholung des Experiments nahe. (Es sollte das vorher gezogene

Geldstiick wieder in der Urne sein - ,Ziehen mit Zurticklegen“!)

Wiederholung des Experimentes (2. Stufe):

Aus der ausgewahlten Urne wird wieder ein Geldstiick gezogen und
die Art wie zuvor nicht genannt.

Die Schilerinnen und Schiler sollen wieder entscheiden, aus

welcher Urne das Geldstlick stammt.
Jetzt miussen die Schiilerinnen und Schiiler erkennen, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir die H; am
Ende des ersten Zuges (Nachher-Wahrscheinlichkeiten) zu neuen Wahrscheinlichkeiten vor dem jet-

zigen Zug werden (Vorher-Wahrscheinlichkeiten).

Fortsetzung des Experimentes:

Die Art des gezogenen Geldstiicks wird nun genannt.
Je nach Versuchsergebnis ergibt sich Sicherheit (bei gezogenem Centstiick) oder ein neues Chan-
cenverhdltnis. Im Diagramm und mit Erganzung der Tabelle ergibt sich im Falle ,€“-,€" ein Verhaltnis

von 4:1.
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2 H. H> Hs
Vorher-Wahrscheinlichkeit 1 1 1
|Urne1| [Urne2| |Urne3| 3 3 3
\ %/ Nachher-Wahrscheinlichkeit 2 1
= = 0
Vorher-Wahrscheinlichkeit 3 3
Nachher-Wahrscheinlichkeit % % 0
P(€ und aus Urne 1) = % = % P(€ und aus Urne 2) = % P(€ und aus Urne 3) =0

Das Experiment kann man noch einmal durchfithren und kommt zu folgendem Ergebnis:

H; H, Hj
2 1
5 5 N nlichkei 1 1 1
5 Vorher-Wahrscheinlichkeit
3 3 3
[Urnel]  [Urne2|
1 Nachher-Wahrscheinlichkeit
1 5 0 % % 0
Vorher-Wahrscheinlichkeit
€
Nachher-Wahrscheinlichkeit 4 1
= = 0
Vorher-Wahrscheinlichkeit S S
Nachher-Wahrscheinlichkeit g % 0
P(€ und aus Urne 1) = % = 1—% P(€ und aus Urne 2) = 1—10 P(€ und aus Urne 3) =0

Eine weitere Fortsetzung ist nicht ratsam, da die Zahlenverhaltnisse nicht mehr so einfach tiberschau-

bar und einfach auswertbar sind.

137



Ziele der Stunde sind

e intuitive Erfahrung der Veranderung der Wahrscheinlichkeiten

e Unterscheidung von ,Vorher-Wahrscheinlichkeiten* und ,Nachher-Wahrscheinlichkeiten*

e Erkenntnis, dass die gestellte Frage u. U. nur unter Hinnahme einer gewissen Irrtumswahrschein-

lichkeit moglich ist

Mogliche Hausaufgabe

10 weitere Eurostiicke kommen ins Spiel. Sie werden
a) indie Urne mit den Eurostiicken gelegt

b) in einer vierten Urne hinzugeflgt

LSuntersuche die veranderte Situation wie im Unterricht.
Betrachte dabei die Zugfolge ,£€"-,€"-,€" und beliebig weitere!"

4.2.3 Zweites Experiment

Bei der Besprechung der Hausaufgabe sollte deutlich werden, dass die Anzahl der Eurostticke in Urne
1 irrelevant fur die Losung des gestellten Problems ist. Ggf. kann angesprochen werden, dass das
Hinzufligen der 10 neuen Eurosticke in Urne 2 sehr wohl eine Abanderung der entsprechenden
Wabhrscheinlichkeiten zur Folge hatte.

Im Fall b) sollte darauf hingewiesen werden, dass im Bayes-Diagramm keine vier Verzweigungen no-
tig sind, sondern die Darstellung mit drei Verzweigungen, bei denen sich die ,Vorher-
Wabhrscheinlichkeit” fir Urne 1 vor dem ersten Zug auf 0,5 und die fir die Urnen zwei und drei jeweils

auf 0,25 veréndert haben, nach wie vor geeignet ist.

Zur Festigung und Variation der bisher erarbeiteten Sachverhalte folgt nun das zweite Experiment:

Drei nicht unterscheidbare Urnen sind mit Geldstlicken bestiickt:

Urne 1 Urne 2 Urne 3

Urne 1 enthdlt 7 Euro- und 3 Centstlicke, Urne 2 beinhaltet 5 Euro- und 5 Centstiicke, in Urne 3
sind 3 Euro- und 7 Centstiicke. Eine Urne wird ausgewahlt, ein Geldstiick daraus gezogen und

die Art bekannt gegeben.
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Die Frage lautet wieder:
Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt das Geldstiick aus Urne 1, 2 oder 3?
Das Ziehen eines Geldstiicks soll anschlieend (ohne Wechseln der Urne) zweimal wiederholt

werden.

Dieses zweite Experiment unterscheidet sich dadurch von dem vorhergehenden, dass auch bei mehr-
facher Iteration keine Alternativen wegfallen.

In Gruppenarbeit sollten die Schilerinnen und Schiiler von Stufe zu Stufe diskutieren, fur welche der
Hypothesen sie sich entscheiden und wie grof3 dabei jeweils das Risiko einer Fehlentscheidung ist. Es
bietet sich an, bei der anschlieRenden Auswertung auf die Anzahl und Aussagekraft der verschiede-
nen Zugfolgen einzugehen. Die Schatzwerte sollten anschlieRend durch Rechnung tberprift und die
Ergebnisse auf einem entsprechenden Arbeitsblatt (siehe ,Aufgaben- und Arbeitsblatter, Seite 147)

festgehalten werden.

Eine mdgliche Lésung ist:

1 1
) ) s ] / N
1. lterationsschritt (, -‘.,rﬁ ) 3

|Urne1| |Urne2| Urne3

7 1 3
10 2 10

P(€ und aus Urne 1) = 3—70 P(€ und aus Urne 2) = % = 3% P(€ und aus Urne 3) = 3—%

S

F.5
2. lterationsschritt (Es wird ,, "._;!L. “ gezogen. Das Diagramm wird hier nicht dargestellt.)

49 9
83 25 83
G >
3. lterationsschritt (,, )

[Urne1] lUme2| Urne3
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P(Cent und aus Urne 1) = 147 P(Cent und aus Urne 2) = 12 P(Cent und aus Urne 3) = 6

830 830 830

Moégliche Hausaufgabe

siehe Hausaufgabe ,Wiurfel* (in ,Aufgaben- und Arbeitsblatter”, Seite 149)

4.2.4 Tests und ihre Probleme

Das riickwartige SchlieBen im Baumdiagramm findet seine praktische und relevante Anwendung in
der Konstruktion und Durchfiihrung von Tests zur Erkennung seltener Krankheiten.

Diese Tests finden mit hoher Zuverlassigkeit Infizierte unter den Untersuchten und klassifizieren mit
hoher Sicherheit Nicht-Infizierte als solche. Trotzdem hat ein positives Testergebnis bei einem Test
eine hohe Fehlerquote. Dieser Sachverhalt soll aufgeklart und die Empfehlung fiir einen zweiten Test
begrundet werden. Die Frage nach einer Wiederholung des Tests bietet einen Einstieg in eine iterative
Betrachtungsweise (vgl. Lit. [3] und Lit. [4]).

(Die Darstellung des Lésungsgangs beschrankt sich hier im Wesentlichen auf das Baumdiagramm
und die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten. Ausfihrliche Erlauterungen und Begriindungen zu

Darstellungsformen finden sich im Teil ,Werkzeug“ zum Baustein 4.4, Seite 172-179 in diesem Band.)!

BSE - Schnelltests

Seit November 2000 muss bei geschlachteten Rindern tdber 30 Monaten ein Schnelltest auf
BSE durchgefuhrt werden.

Frankreich hatte ,seinen“ BSE-Skandal schon ab Mitte 2000. GemafR ,Weser Kurier* vom 12.12.

2000 teilte die franzdsische Behdrde fur Verbraucherschutz mit, dass sich nach Auswertung
der bis dahin durchgefiihrten 15.000 Schnelltests eine Erkrankungsrate von 2 von 1.000 Tieren
ergeben habe.

Nehmen wir an, dass diese Daten auch fur Deutschland zutreffen.

Nehmen wir weiter an, dass ein Schnelltest mit 98,5 %iger Wahrscheinlichkeit eine Infektion als

solche erkennt und mit 99,9 %iger Wahrscheinlichkeit die Nicht-Infektion diagnostiziert.

a) ,Klare" die Bedeutung der Begriffe , Testsensitivitat® und Testspezifitat"!
b) Gib ohne zu rechnen vorab eine Einschéatzung: sind Positiv-Fehldiagnosen ungewdhnlich
selten und nicht beachtenswert oder kommen sie haufiger vor?

c) Bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Test positiv oder negativ ausfallt!

140




d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein Rind mit negativem Testergebnis tatsachlich er-
krankt?

e) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein Rind mit negativem Testergebnis tatsachlich nicht
erkrankt?

f)  Welche Folgerungen sind aus den letzten beiden Punkten bezlglich der Frage: ,Was leistet

ein Schnelltest und was leistet er nicht ?* zu ziehen. Welche Konsequenzen hat das?

Die Angaben bezuglich der Sensitivitat und Spezifitdt von BSE-Schnelltests sind angenommene Wer-
te. Sie sind so gewahlt, dass sie mit den bislang bekannten Ergebnissen nicht im Widerspruch stehen.
Auf Anfrage teilte das Bundesministerium fur Verbraucherschutz, Erndhrung und Landwirtschaft im
Marz 2001 mit: ,Bei Sicherheit von BSE-Tests handelt es sich um sensible Daten. Diese werden zur
Zeit nicht veroffentlicht.”

Eine erste Bewertung der Testdaten legt nahe, dass der BSE-Schnelltest wohl tauglich ist, man ihm
mit akzeptablen Unsicherheiten trauen kann.

Liefert er jedoch die Sicherheiten, die wegen bevdlkerungspolitischer und individueller Konsequenzen
zu fordern sind?

Klarung liefert hier ein Baumdiagramm mit den angegebenen Pfadwahrscheinlichkeiten:

0,00197
0,00003
0,000998
0,997002

Darin bedeutet:

BSE +: es liegt eine BSE-Infektion vor BSE -: es liegt keine BSE-Infektion vor

T+: das Testergebnis ist ,positiv* T-:  das Testergebnis ist ,negativ"

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Test positiv bzw. negativ ausfallt, ist demnach:
P(Test positiv)= 0,002 - 0,985 + 0,998 - 0,001 =0,002968
P(Test negativ)= 0,002 - 0,015 + 0,998 - 0,999 =0,997032
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Ist das ein beruhigendes Ergebnis?
Schauen wir dazu genauer hin;
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Tier mit negativem Testergebnis in Wirklichkeit erkrankt ist, betragt

0,00003

P(BSE+/T-) = 0,002-0,015+0,998-0,999

~ 0,00003.

Also, wir kbnnen beruhigt sein! Der Test klassifiziert mit hoher Sicherheit Nicht-Infizierte als solche!
Wie sieht es aber bei der umgekehrten Fragestellung aus?

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Tier mit positivem Testergebnis in Wirklichkeit nicht erkrankt ist, be-
tragt

B 0,000998 B
P(BSE-/T+) = 0,002-0,985+0,998-0,001 0,33625.

In zirka einem Drittel aller Félle ist ein Rind bei positivem Testergebnis tatsachlich aber nicht erkrankt!

Fragt man nach der Wahrscheinlichkeit, dass ein Tier mit positivem Testergebnis tatséchlich erkrankt
ist, so ergibt sich

B 0,00197 B
PBSE+/T+) = 50020085+ 0,098 0001~ *637

Ein Tier mit negativem Testergebnis ist mit der Wahrscheinlichkeit

0,997002
0,002-0,015+0,998-0,999

P(BSE-/T-) = =0,9999699

tatsachlich nicht erkrankt.

Zur Verdeutlichung der Situation, ein neuer Anlauf mit absoluten Zahlen!

Nehmen wir an, 1 Million Rinder werden getestet. Von diesen sind im Durchschnitt 2000 BSE-infiziert,
die restlichen 998.000 Rinder sind gesund. 98,5 % aller 2000 Infizierten erfasst der Test, mit 1970 al-
so fast alle. Zur Diagnose der Infektion bei tatséchlich Infizierten ist der Test sehr gut tauglich.

Von den Nicht-Infizierten 998.000 Rindern werden 0,1%, also rund 1000 Rinder, irrtimlich als BSE-
infiziert diagnostiziert. Das bedeutet zwar 99,9 % richtige Testergebnisse, aber doch auch eine hohe
Zahl von Test-Fehlurteilen. Von den 2970 ,positiven* Testergebnissen stimmen nur 1970, das sind
66,3 %. Die restlichen rund 33,7 % sind falsch.

Die folgende Tabelle zeigt, wie diese Uberlegungen aussehen, werden sie als Vierfelder-Tafel mit ab-

soluten Haufigkeiten geschrieben:
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Test positiv Test negativ Summe
BSE infiziert 1.970 30 2.000
BSE nicht infiziert 1000 997.000 998.000
Summe 2.970 997.030 1.000.000

Mit Hilfe der Tabelle kdnnen die Schilerinnen und Schiller eine Bewertung ihrer oben gemachten sub-

jektiven Einschatzung vornehmen.

Zur Vermeidung von Fehleinschatzungen bei derartigen Testverfahren kdnnen alle Pfade des Baum-

diagramms analysiert und in der folgenden, nicht maf3stablichen Weise visualisiert werden.

positiv getestete negativ getestete

gesund

Anteil der Kranken an den po-
sitiv Getesteten

krank

Man kann so erkennen, dass die Krankheit bei ,sehr vielen* der tatsachlich Erkrankten auch erkannt
und nur bei ,sehr wenigen" der Gesunden félschlich diagnostiziert wird. Es gibt aber trotzdem ,ein
Vielfaches mehr* gesunde Personen als kranke mit positiven Testergebnis. Auch der Grund hierfur
wird offensichtlich: es gibt viel mehr Gesunde als Kranke.

Auf der Grundlage dieser Erkenntnis kann auch tber den Nutzen flachendeckender Vorsorgeuntersu-

chungen diskutiert werden.

Es stellt sich die Frage, welche Auswirkungen eine Halbierung der ,Durchseuchungsrate* auf 1 Pro-

mille hatte. Wieder liefert das Baumdiagramm die Antwort:
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0,000985

0,000015
0,000999
0,998001
Die interessierenden Wahrscheinlichkeiten sind damit
P(BSE+/T-) = 0,000015 P(BSE+/T+) = 0,4965
P(BSE-/T-) = 0,999985 P(BSE-/T+) = 0,5035

Das Ergebnis ist nicht besser. 15 von 1 Million Rindern sind krank, obwohl der Test negativ ist.

Kann eine Erh6hung der Sensitivitat auf den Wert der Spezifitat eine Verbesserung bringen?

Das Baumdiagramm lautet dann:

0,0000999

0,000001

0,000999

0,998001

Die interessierenden Wahrscheinlichkeiten sind damit
P(BSE+/T-) = 0,000001 P(BSE+/T+)= 0,5
P(BSE-/T-) = 0,999999 P(BSE-/T+) = 0,5

Das Ergebnis ist auch nicht entscheidend besser und lasst erahnen, dass das Problem ein grundsétz-

liches und in der niedrigen ,Durchseuchungsrate” begriindet ist. Die Diagnose seltener Infektio-
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nen/Krankheiten/Ereignisse mit in der Realitat nicht vollstdndig richtig operierenden Tests ist proble-

matisch.

Eine neue Idee ist: Kann eine Wiederholung eines ,positiven* Tests bessere Ergebnisse bringen?

Das Baumdiagramm startet also mit den bekannten Ergebnissen flir positiven Test und differenziert

wie oben. Die entsprechenden Ast-Wahrscheinlichkeiten sind bekannt. Damit ergibt sich folgendes

0,985 0.653794

0,0099956

Baumdiagramm:

0,66375

0,000336

0,999 0.33592

Die interessierenden Wahrscheinlichkeiten sind damit
P(BSE+/ T+T+) = 0,999486 P(BSE+/T+T-) = 0,02879
P(BSE-/T-T+) = 0,000514 P(BSE-/T-T-) = 0,97121

Zu 99,9486 % ist die ,Positiv*-Aussage des zweiten BSE-Schnelltests (sofern der erste Test auch ,po-
sitiv* war) richtig. Mit verschwindender Wahrscheinlichkeit liefert der zweite Test die ,Positiv*-

Diagnose irrtimlich.

Die hier angedeuteten Uberlegungen konnen bei anderen Tests wieder aufgegriffen werden.

Insbesondere bei den sogenannten HIV-Tests, Hepatitis C-Tests oder auch beim diskutierten flachen-
deckenden Screening der weiblichen Brust werden dann einerseits die bevélkerungspolitischen und
individuellen Konsequenzen deutlich. Andererseits ist hier Vorsicht geboten, da stets auch ,Betroffe-

ne“ in der Klasse sein kdnnen.

Weitere Informationen finden sich in den folgenden ,Aufgaben- und Materialienblattern®.
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4.2.5 Aufgaben- und Arbeitsblatter

Sockenspiel

Urne 1 Urne 2 Urne 3

6 Eurostiicke 6 10-Centstlicke 3 Eurostiicke
3 10-Centstlicke

Den Schilerinnen und Schilern werden drei Socken gezeigt. In einer befinden sich 6 Euro-Stiicke, in
der zweiten 6 10-Cent-Minzen und in der letzten 3 Euro- und 3 10-Cent-Miinzen. Die Socken werden

gemischt. Eine wird ausgesucht. Der Spieleinsatz betragt 2,50 €.

Die Schilerinnen und Schiler haben jetzt folgende Mdglichkeiten:

e Sie kodnnen sich fir eine der drei Socken (inkl. der bereits gezogenen) entscheiden.
Der Inhalt gehért ihnen.

e Sie kdnnen vom Spielleiter (Schilerin/Schiler oder Lehrer) eine Mlinze aus der zu Beginn aus-
gewahlten Socke ziehen und sich zeigen lassen. Dieser Zug kostet sie allerdings 10 Cent. An-
schlieRend wird die Miinze zurtickgelegt. Dieser Vorgang kann so oft wiederholt werden, bis die

Schilerinnen und Schiiler meinen, eine Entscheidung treffen zu kénnen bzw. zu wollen.

Nachdem das Spiel einige Male durchgefiihrt wurde, werden sich folgende Fragen ergeben:

Gibt es eine Strategie, mit der ein Gewinn erzielt werden kann?

Welche Situationen sind glinstig bzw. ungtinstig?

Sollte man gleich am Anfang die Wahl treffen oder lohnt es sich, in jeden weiteren Zug zu investieren?
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Arbeitsblatt 1

Jede Gruppe erhalt 3 Urnen, die in der folgenden Weise bestlickt sind:

Urne 1 Urne 2 Urne 3

7 Eurostiicke 5 Eurostlicke 3 Eurostlicke

3 Centstlicke 5 Centstlicke 7 Centstlicke

.Bestimmt aus eurer Gruppe einen ,Experimentator”, der eine der 3 Urnen auswéhlt und daraus nach-
einander (mit Zurticklegen) 3 Geldstiicke zieht und deren Art bekannt gibt.
Einigt euch nach jedem Zug auf einen Schatzwert fiir die Wahrscheinlichkeit, dass es sich bei der

ausgewahlten Urne um Urne 1, 2 oder 3 handelt. Protokolliert diese Schatzungen in der folgenden

Tabelle.”

Eigener Schatzwert Gemeinsamer Schatzwert

Zug Nr. | Art des Geldsticks | Urne 1 Urne 2 Urne 3 Urne 1 Urne 2 Urne 3

.vergleicht die Ergebnisse mit denen der anderen Gruppen.*

,Uberpriift eure Prognosen mit Hilfe geeigneter Diagramme.*
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Arbeitsblatt 2

Jede Gruppe erhalt 3 Titen Gummibarchen, die in der folgenden Weise bestiickt sind:

7 rote Barchen 5 rote Barchen 3 rote Barchen
3 gelbe Béarchen 5 gelbe Barchen 7 gelbe Barchen

.Bestimmt aus eurer Gruppe einen ,Experimentator”, der eine der 3 Titen auswahlt und daraus nach-
einander (mit Zurticklegen) 3 Gummibéarchen zieht und deren Farbe bekannt gibt.

Einigt euch nach jedem Zug auf einen Schéatzwert fur die Wahrscheinlichkeit, dass es sich bei der
ausgewahlten Tute um T4, T, oder Tz handelt. Protokolliert diese Schatzungen in der folgenden Tabel-
le.”

Eigener Schatzwert Gemeinsamer Schatzwert
Zug Farbe Tute 1 Tiute 2 Tiute 3 Tute 1 Tiute 2 Tiute 3
1
2
3

svergleicht die Ergebnisse mit denen der anderen Gruppen.”

,Uberpruft eure Prognosen mit Hilfe geeigneter Diagramme.*
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Hausaufgabe , Wirfel*

Gegeben sind 3 Wiirfel. Wurfel 1 zeigt auf 3 Flachen die , 1,

[ ] [ ]
auf einer Flache die ,2* und auf 2 Flachen die ,3". Bei Wiirfel | o ° ° ° ° .
[ ] [
2 gibt es jeweils 2 Flachen mit ,1% ,2“ und ,3". Wurfel 3 ° ° o f®
zeigt jeweils einmal ,1* und ,2“ und auf 4 Flachen die ,3". 3md 1" el 1" 1mal 1"
Ein Warfel wird ausgewahlt und dreimal geworfen. ima 2" 2mal 2" 1mal,2"
2ma 3" 2ma 3 4mad 3"

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit handelt es sich um
Wiirfel 1, 2 oder 3, wenn die Wiirfelfolge lautet; ,1-1-2%; ,3-2-1%; ,2-2-2" ?

b) Welche Wiirfelfolge ware fur die Entscheidung besonders glinstig ?

W, W, Ws

Wl W2 W3

W, W, Ws
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4.2.6 Weitere Aufgaben

1)

2))

150

Drei Tumpel enthalten 1 Fisch, 2 bzw. 3 Fische. Ein Tumpel wird zufallig ausgewahlt und hier wird
ein Fisch gefangen, markiert und wieder freigelassen. Am néchsten Tag wird in demselben Teich
wieder ein Fisch gefangen, der markiert (unmarkiert) ist. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass

der ausgewahlte Tumpel 1 Fisch, 2 bzw. 3 Fische enthalt? (aus Lit. [2]).

Funf gleich aussehende Socken sind wie folgt mit Kugeln gefuillt:

drei Socken mit Fillung rrww

zwei Socken mit Fullung rmwww

Man zieht aus einer zufallig gewahlten Socke nacheinander ohne Zurticklegen drei Kugeln. Man
mdchte herausfinden, aus welcher Socke sie entstammen. Beurteile die Situation, wenn die Zug-
folge wie folgt lautet:

a) rww

b) rwr

(aus Lit. [2], abgewandelt).



4.2.7 Materialien zum AIDS - Test

Projekt:
HIV — Antikdrper — Test
(nach Lit. [4])

Die Frau lief ihm weg und
dazu jede Menge Schulden

Falsche AIDS-Diagnose:
Sechs Jahre Todesangst!

Aufgaben

1.

Gib eine personliche Einschatzung: Wie grol3 ist das Risiko einer Fehldiagnose bei HIV-Antikor-
per-Tests?

Welche individuellen Auswirkungen héatte eine Fehldiagnose?

Welche gesellschaftlichen Auswirkungen hétte eine Fehldiagnose?

Welche (gesellschaftlichen) Vorteile wiirde ein Zwangstest bieten?
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Tests fir grof3e Bevolkerungsteile!

Antreten zum Aids-
Test

Manila, 2. Mirz (dpa)
Alle 160 000 Angehéri-
gen des philippinischen
Militirs, einschlieBlich
des Oberbefehlshabers
der Streitkrifie, miissen
unverziiglich zum Aids-
Test antreten. Nach An-
gaben eines Militdrspre-
chers vom Dienstag
wurde die Untersuch-
ung angeordnet, nach-
dem bei einem Soldaten
der Marine vor einem
Einsatz bei den UN-
Friedenstruppen in
Kambodscha der HIV-
Virus festgestellt wor-
den war.

Frankfurter Rundschau,
3.3.93

Aids-Hilfe gegen ,,Zwangstests*,

Experte und Dezernentin fiir routine-

miflige HIV-Untersuchung.
,,Der Patient muf} es wissen und der Arzt,
der ihn behandelt, auch.© Der Frankfurter
Aids-Experte Wolfgang Stille hat den
Vorschlag von Bundesgesundheitsmini-
ster Horst Seehofer (CSU), Blutproben
routinemifig auf den HIV-Virus zu un-
tersuchen, prinzipiell begriift. Gesund-
heitsdezernentin  Margarethe  Nimsch
(DIE GRUNEN) betonte, dall solche
Tests aber nur mit Einwilligung der Pati-
enten erfolgen diirften.
Der Seehofer-Vorschlag sieht jedoch
nach Angaben der hessischen AIDS-Hilfe
eine ausdriickliche Emwilligung nicht
vor. Dem Patienten werde lediglich ein
Widerspruchsrecht eingerdumt. ,\Wo sich
Patienten mit einem lauten Nein und ei-
nem Offenbarungseid gegen HIV-Tests
wehren miissen, da herrscht Zwang®, er-
klarte die Selbsthilfeorganisation.
Frankfurter Rundschau, 26.11.93

Jelzin unterzeichnet um-

strittenes Aids-Gesetz
Der russische Prasident Boris
Jelzin hat ein umstrittenes
Aids-Gesetz unterzeichnet:
Auslinder diirfen danach nur
dann linger als drei Monate im
Land bleiben, wenn sie nach-
weisen konnen, daB sie nicht
HIV-infiziert sind.
Das Gesetz, mit dem die Aus-
breitung von AIDS in Ruflland
eingedimmt werden soll, soll
am 1. August in Kraft treten.
Das Moskauer Informations-
zentrum fiir sexuelle Gesund-
heit hatte Jelzin aufgefordert,
das Gesetz nicht zu unter-
zeichnen. Es sei der Versuch.
einen neuen eisemen Vor-
hang* um RuBland zu errich-
ten.

Frankfurter Rundschau, 4.4.95

Aufgaben

1. Warum mussten die philippinischen Soldaten zum AIDS-Test antreten?

2. Welchen Vorschlag unterbreitete Horst SEEHOFER?

3. Welche Bestimmungen enthélt das von JELZIN unterzeichnete AIDS-Gesetz?
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Ablauf eines HIV-Antikdrper-Tests

IBlutprobe I
1) Es wird nicht der HIV di- l
rekt getestet, sondermn es
wird gepriift, ob Antikorper Suchtest

gegen den HIV entwickelt
wurden. Eine akute Infekti-
on ist nicht nachweisbar, da

negativ Elisa-Test
1positiv

es mehrere Wochen dauert, |keine Antikérper — —
H 1 : estatigungstes
B:'Zr dg?jtlkorper entwickelt l negativ Western-Blot-Test > @
positiv
2) Im Suchtest werden alle TeS:Wied;erho&mfmn e —— — um:l'Be
"verdﬁCht.lgen“ qutprObe.n ?vaeix; in den 102 Wo- Monaten T statigungstest
gesucht, i.d.R. zu viele. Die |~ "o Tet negativ
zunichst positiv gewerteten | Ansteckungsrisiken
werden im Bestitigungstest | bestanden
genauer untersucht. 1 positiv
negativ +

HIV-Infektion
(positiv)

keine Infektion
(negativ)

Grafik: Kreis Coes-
feld

AIDS: Acquired immune Deficiency Syndrom - Erworbene Abwehrschwiche
HIV:  Human Immunodeficiency Virus

Aufgaben

1. Erlautere den Testverlauf bis zur Diagnose ,keine Antikorper”!
2. Warum ist bei negativem Testergebnis eine Kontrolluntersuchung vorgesehen?

3. Erlautere den Testverlauf bis zur Diagnose ,positiv*!

Informationen der Bundeszentrale fir gesundheitliche Aufkldrung

Wie zuverlassig ist der Test?

Im Blut ist eine Vielzahl anderer Antikorper und mogli-
cherweise stérender Stoffe vorhanden, die beim Such-
test u.U. ebenfalls reagieren kénnen.

Es besteht daher die Moglichkeit eines irrtiimlich
(..falsch®) positiven Testergebnisses. Deswegen wird ein
positives Ergebnis des Suchtests in einem Bestitigungs-
test (der fiir diese Fehlerquellen unempfindlich ist) kon-
tolliert, um die irrtimliche Annahme einer Ansteckung
auszuschlieSen.

Lassen Sie sich in jedem Fall individuell beraten, was ein
HIV-, negatives™ Testergebnis fiir Ihre persénlichen
Umstinde bedeutet. Ein ,positiver” Test sollte zusiitz-
lich mit einer spateren zweiten Blutentnahme tiberpriift
werden.

Aus: Wissenswertes iiber den HIV-Test

Wenn der HIV-Test positiv aus-
fallt: Wie geht es weiter?

Ein Nachweis von Antikérpern gegen
HIV zeigt, daB eine Ansteckung mit
diesem Erreger vorliegt. In ganz selte-
nen Einzelfillen reagiert der Test posi-
tiv, obwohl keine HIV-Antikorper vor-
handen sind. Deswegen wird in der Re-
gel empfohlen, einen ,positiven HIV-
Test zusitzlich durch eine zweite Blut-
probe zu iiberpriifen

Aus: Wenn der HIV-Test positiv aus-
fallt.
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Daten - Daten - Daten

Wieviele Personen einer Gesellschaft sind
Uberhaupt  HIV-positiv?  Hohe  Schatzungen
sprechen von 0,02% bis 2% (Grof3raum New
York). Das Bundesgesundheitsamt verzeichnet
zum 31121990 fuar die Bundesrepublik
Deutschland unter Ausschlu3  erkennbarer
Doppelmeldungen insgesamt 42.744 HIV-positive
Seren. Einige Falle werden nicht erkannt sein, so
daR eine gute Schatzung der moglichen
Infektionen auf ca. 50.000 kommt. Das ist nicht
wenig, immerhin fast ein Promille der Gesamtbe-
vOlkerung. Wir beziehen uns hier nur auf die
sexuell aktive Bevéikerung und gehen dabei von
den heute 18 - 60jahrigen aus. Diese Gruppe
umfaldt in Deutschland etwa 40 Millionen. Der

einer hohen Wahrscheinlichkeit wird eine richtige
Diagnose gestellt, d.h. wird eine Person
untersucht, die HIV-infiziert ist, so sei die
Wahrscheinlichkeit, daf3 sie als infiziert erkannt
wird, 99,8% (dies ist die sog. Sensitivitat). Ahnlich
gute Schatzungen ergeben sich far die sog.
Testspezifitat: 0,99. Die Gegenwahrscheinlichkeit
1 - 0,99 ist die Wanhrscheinliichkeit fuar ein
(falschlicherweise) positives Untersuchungser-
gebnis unter der Bedingung, dafd das betreffende
Individuum in Wahrheit nicht infiziert ist. Mit einer
Wahrscheinlichkeit von 0,01 wirde also ein
Gesunder falschlicherweise als infiziert
diagnostiziert werden.

Waunschbar hohe [Béer] ... Werte flr Sensitivitat

Anteil der Infizierten betragt also 0,1 - 0,2%; fur
die Rechnung benutzen wir 0,1%. Die Wahr-
scheinlichkeit dafar, dal eine zufallig ausge-
wahlte Person im sexuell aktiven Alter HIV-
infiziert ist, sei also 0,001.

In  neuerer Zeit sind sehr empfindliche
Testverfahren entwickelt worden. Die Tests
haben eine hohe Sensitivitat und Spezifitat. Mit

(=1) und Spezifitat (99,995) sind bei HIV-
Testkombinationen noch nicht erreicht (letzte
Zahlen sind: 99,9% bzw. 99,7%).

Leicht gekurzter Text aus: Koénig, AIDS und
Mathematikunterricht, in Zentralblatt fur Didaktik
der Mathematik 81/6

Wie bei allen diagnostischen Mal3nahmen kommt es auch beim sorgféltig durchgefihrten HIV-
Antikérpertest sowohl zu falsch-negativen als auch zu falsch-positiven Befunden. Folgt man den
Angaben der Hersteller zur technischen Testvertraglichkeit, so bleiben 0,5% der HIV-Befunde
unentdeckt. Andererseits kann es unter den gleichen Voraussetzungen bei 20.000 Tests im
statistischen Mittel einmal zu einem falsch-positiven Ergebnis kommen.

Betrachtet man risikoarme Bevdlkerungsgruppen (z.B. Blutspender, alte Menschen oder Kinder), so
ist das Risiko, infiziert zu sein, a priori vermutlich unter 1:20.000.

In der Bundesrepublik Deutschland (einschlie3lich Berlin-West) wurden laut BGA-Zahlen bis Januar
1990 36.709 HIV-Infektionen (ohne Doppelmeldungen) festgestellt, ein Siebtel davon bei Frauen.
Daraus folgt, daf? durchschnittlich jeder 2.000. Bewohner der Bundesrepublik Deutschiand mit HIV
infiziert ist.

Da es risikoarme Bevolkerungsgruppen gibt, mul es auch Bevdlkerungsgruppen geben, die risiko-
reich sind, in denen also die Infektion haufiger ais 1 : 20.000 ist.

Geht man davon aus, daf nur ein geringer Teil der Bewohner der Bundesrepublik Deutschiand
risikoreich lebt, dann muf far diese Gruppe die Pravalenz entsprechend héher angesetzt werden
(z.B. um den Faktor 10 auf 1 : 200).

Aus: Deutscher Bundestag (Hg.), AIDS: Fakten und Konsequenzen; Endbericht der Enquete-
Kommission des 11. Dt. Bundestages ,Gefahren von AIDS und wirksame Wege zu ihrer
Einddammung®; darin: Minderheiten-/Sondervoten zum 2. Kapitel ,Beratung und Betreuung von
symptomlos HiIV-Infizierten*; S. 635 - 639, Bonn 1990

Bei den Elisa-Tests der ersten Generation (die heute kaum mehr verwendet werden) lag die
Fehlerquote far falsch-positive Resultate zwischeén zwei und sieben Prozent. Inzwischen erreicht die
Treffsicherheit, so Professor Kurth, Chef des Frankfurter Paul-Ehrlich-Instituts, Werte zwischen 99,5
und 99,8 Prozent. Verglichen mit anderen Antikérper-Tests, etwa zur Fahndung nach Hepatitis-
Viren, sei das ,so zeimlich das Beste, was wir haben“. Bei korrektem Vorgehen, also bei
zweimaliger Uberpriifung eines positiven Testbefundes, bedeutet das, daf3 die Zahl falsch-positiver
Resultate sich in der GréRenordnung zwischen 1 zu 100.000 und 1 zu 400.000 bewegt.

Aus: Der Spiegel Nr. 17/1988
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Aufgaben

1.

Entnimm dem Artikel von KONIG folgende Daten:

Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit fir eine HIV-Infektion in Deutschland ?

Wie hoch ist die Test-Sensitivitat ? Was bedeutet Test-Sensitivitat ?

Wie hoch ist die Test-Spezifitat ? Was bedeutet Test-Spezifitat ?

Notiere einen ersten Kommentar zu obigen Daten:

Ist der AIDS-Test tauglich?

Kann man ihm mit akzeptablen Unsicherheiten trauen?

Liefert er die Sicherheiten, die wegen bevélkerungspolitischer bzw. individueller Konsequenzen zu
fordern sind?

Entwickle ein Baumdiagramm, welches die o. g. interessierenden Fragen differenziert!

Berechne die zugehoérigen Wahrscheinlichkeiten!

Entwickle aus dem Baumdiagramm eine Vierfeldertafel der relativen Haufigkeiten!

Um Vorstellungen von der Grolenordnung der Anzahl der betroffenen Personen zu bekommen,
ist es sinnvoll, mit absoluten Zahlen zu rechnen. Die Gesamtbevélkerung in Deutschland betragt
ca. 80 Mio. Menschen. Ubertrage die Ergebnisse auf eine Vierfeldertafel der absoluten Haufigkei-
ten!

Entwickle ein Baumdiagramm mit vertauschten Merkmalen, also der Testreaktion als erstem
Merkmal!

Berechne die zugehoérigen Wahrscheinlichkeiten!

Berechne die Wahrscheinlichkeit daftir, dass bei einer zufallig ausgewahlten Person tatsachlich
eine HIV-Infektion vorliegt, wenn der Test ein positives Ergebnis hatte!

Nimm Stellung zu deinem Ergebnis!

Interpretiere dein Ergebnis aus 7., indem du es auf absolute Zahlen tbertragst. Gehe dabei davon
aus, dass eine Stichprobengrof3e von 100.000 Personen vorliegt. Dieses ist eine GréRenordnung,
wie sie fir Massentests vorgeschlagen wurde!

Nimm erneut Stellung zu deinem Ergebnis!
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Das Ergebnis der Berechnungen unter 8. ist, dass in rund 91 % ein Irrtum vorliegt. Das ist nicht akzep-

tabel! Eine Person, der ,positiv* als Testergebnis gemeldet wird, muss sich darauf verlassen kénnen,

dass dieses Urteil zumindest mit hoher Zuverlassigkeit gilt!

Hier aber ist sogar mit GbergroRRer Deutlichkeit das Gegenteil wahr.

Was soll so ein Testergebnis dann noch? Es ist nicht tauglich!

Wenn das Resultat alles ist, was ein solcher Test liefert, dann lasst man ihn besser!

Aufgaben

1.
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Woran liegt das nicht akzeptable Ergebnis unter 8.?

Untersuche dazu den Term, mit dem die Wahrscheinlichkeit berechnet wurde!

- Was steht im Zahler? Runde die Zahl auf eine geltende Ziffer! Welche Bedeutung hatte diese
Zahl in den Ausgangsdaten? Wieso haben die anderen Zahlen praktisch keine Bedeutung?

- Runde entsprechend das Ergebnis des Nenners und benenne die Wahrscheinlichkeit geman

der Ausgangsdaten! Wie ist es hier mit dem Einfluss der anderen vorkommenden Zahlen?

Zwei zentrale Wahrscheinlichkeiten beeinflussen das Testergebnis. Welche sind das?

Wie beeinflussen diese das Testergebnis? Uberpriife deine Vermutung!

Woran liegt es, dass der Test so schlechte Ergebnisse liefert, obwohl seine Sensitivitats- und

Spezifititswerte ausgezeichnet sind?

Gib einen Kommentar zu den bisherigen Ergebnissen!
Gehe dabei besonders auf die folgenden Fragen ein:
Wann tritt immer dieses Problem in Testen auf?

Wo gilt es Vorsicht walten zu lassen bei - auch flachendeckend geforderten - Tests?

Das Ergebnis ist trotz eines ziemlich guten Testverfahrens schlecht. So weit, so schlecht. Trotz-
dem weifd man nach dem Test mehr als vorher:

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, fur einen zuféallig aus der deutschen Bevélkerung herausge-
griffenen Menschen, mit HIV infiziert zu sein ?

Wie hoch ist dieselbe Wahrscheinlichkeit, nachdem das ,positive* Testergebnis vorliegt?

Wie hoch ist die Steigerung der ,Gewissheit"?

Hilft diese Gewissheitssteigerung dem Betroffenen?



4.2.8 Materialien zum Hepatitis C - Test

Verliebt, verlobt, verheiratet . . .

Eine Geschichte von Peter und Penelope, wie sie das Leben schrieb
(nach Lit. [5])

Peter ist 15 Jahre alt, ein dunkelblonder, ewig zu allen mdglichen
SpalRen aufgelegter, sportlicher Junge vom Syker Geestriicken. Seit drei
Jahren besucht er das Gymnasium. Mit Beginn des neuen Schuljahres
hat er sich extra in eine Parallelklasse versetzen lassen. In dieser ist
Penelope, die nicht nur gut Mathe kann, sondern auch noch ein
unheimlich nettes Madchen ist.

Penelope ist ebenfalls 15 Jahre alt, kurze schwarze Haare, in Deutsch-
land geborene Tochter einer griechischen Gastarbeiterfamilie.

Es hat einige Zeit gebraucht, bis Peter mit Penelope naheren Kontakt
bekam. Da sie an seinem Sport nicht interessiert schien und er nicht den
Mut hatte, mit seinen beiden linken Beinen einfach in ihrem Rock&Roll-
Kurs aufzutauchen, war das gar nicht so einfach. Da blieb ihm nichts
anderes ubrig, als nach schulischen Anknipfungspunkten zu suchen. Als

sie sich in einer ausgefallenen Mathestunde gemeinsam ein paar

Aufgaben angeschaut hatten, und auch Penelope eingestehen musste, dass es zu zweit viel mehr

Spald machte, bildeten sie eine Arbeitsgruppe. Seitdem sehen sie sich éfter und Peter kann wenigs-

tens bei den Englischvorbereitungen sein ladiertes Selbstbewusstsein wieder aufpolieren.

Eine verantwortungsvolle Partnerschaft zwischen zwei Menschen zwingt nattrlich auch dazu, sich mit

den Risiken auseinander zu setzen. Daher sind sich Peter und Penelope sofort einig, als sie beim

samstaglichen Bummel durch Sykes Innenstadt einen Info-Stand zum Thema Hepatitis C sehen: ,Da

gehen wir hin.*

Nachdem sie ihre anfangliche Hemmung Uberwunden haben, sind sie schnell in ein intensives Ge-

sprach mit einer Beraterin verwickelt.

Diese gibt den beiden eine ganze Menge an Informationen:
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An Leberkrankheit Hepatitis C sterben mehr
Menschen als an Aids

FRANKFURT a.M., 8. Dezember.

Am Hepatitis-C-Virus (HCV) sterben in Deutschland weit mehr Menschen als an der
Immunschwéchekrankheit AIDS. Hauptubertragungsquelle fir die Leberkrankheit sind
die mit dem Hepatitis-C-Virus verseuchten Blutkonserven und Blutprodukte. Die Si-
cherheit von Blut und Plasma ist bisher aber vor allem im Hinblick auf den Aids-Erreger
HIV diskutiert worden. HCV fand nur wenig Beachtung, obwohl es viel mehr Menschen
betrifft. (...)

Bis 1990 war der HC-Virus unbekannt, es gab nur die harmlosen Varianten Hepatitis A
und Hepatitis B. Nicht zuzuordnende Viren wurden Non-A-Non-B genannt. Heute weil}
man, dass sich dahinter zu zwei Dritteln das hochgeféahrliche C-Virus verbirgt. (...)

Frankfurter Rundschau, 09.12,1993

Hepatitis C

gilt als eine der geféhrlichsten Arten der
von Viren erzeugten Leberentziindungen,
da sie im Vergleich zu Hepatitis A und B
nur sehr schlecht ausheilt. Als Spatfolgen
drohen héufig Leberzirrhose und Leber-
krebs. In Deutschland sind rund 150000
Menschen mit Hepatitis C infiziert, jahrlich
kommen 10000 Infektionen hinzu. Haufige
Ubertragungsart sind Bluttransfusionen.
Die Gefahr einer Ansteckung liegt hier bei
eins zu 5000. Wesentlich geringer ist mit
eins zu 50000 das Risiko einer Anste-
ckung mit Hepatitis B oder mit eins zu ei-
ner Million eine Infektion mit dem Aidsvirus
HIV.

Aus: Plasmapréparat soll mit Hepatitis-Virus verseucht sein
Frankfurter Rundschau vom 23.02.1994

Wie auch bei AIDS ist die Erkrankungsrate in
der ,Normal“bevolkerung niedriger als bei Ri-
sikogruppen. Canada hat nach einem Bericht
von Dr. Sherman, Hepatologe aus Toronto, ei-
ne Infektionsrate von etwa 1,2 %. Dagegen
wurden z.B. bei Geféngnisinsassen (25%-
40%) und Drogenabhéangigen, die spritzen,
(82%) sehr viel hdhere Werte gefunden.

Auch der ELISA Il -Test ist unterschiedlich zu-
verlassig: Bei Biutspendern hat man eine
falsch-positive Rate von 2% festgestelit, bei
Personen mit Immunschwache dagegen von
rund 20%.

Aus dem Internet

Hepatitis C - Virus
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Der Blutspendedienst des Deut-
schen Roten Kreuzes hat sich
bereits fir das neue Testverfah-
ren entschieden. Nachdem in ei-
ner Versuchsphase in Nordrhein-
Westfalen durch die Untersu-
chung auf Hepatitis B- und C-
Viren mittels PCR von 650000
Blutkonserven weitere 75 Proben
(darunter 69 HCV-positive) iden-
tifiziert wurden, die nach dem
konventionellen Verfahren als
unbedenklich eingestuft worden
wdéren, werden in Kirze auch
bundesweit alle Blutspender die-
sem zusétzlichen Test unterzo-

gen.
Aus: Blut ist ein besond’rer Saft
Frankfurter Rundschau vom 12.07.1997




Aufgaben

1.

Erlautere mit den Texten oben, dass in Deutschland im Jahre 1998 insgesamt 190.000 HCV
-Falle vorlagen.

Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine aus den 81 Millionen Deutschen zufallig ausge-
wahlte Person das ,Hepatitis C*-Virus tragt !

Nach den Daten des Robert-Koch-Instituts in Berlin liegt die Zahl der gemeldeten AIDS-Falle in
Deutschland zur Zeit bei 235,11 pro 1 Million Einwohner.

Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine aus den 81 Millionen Deutschen zufallig ausge-
wahlte Person an AIDS erkrankt ist und vergleiche die Ansteckungsrisiken!

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Nicht-Infizierter beim HCV-Test auch als solcher erkannt wird,
heil3t Spezifitat. In diesem Fall kann man dieses kurz mit P(T-|HCV-) beschreiben. Erschliee aus
den Texten oben, wie groR3 die Spezifitat fir Blutspender beim ELISA II-Test ist.

Fur den ELISA II-Test gilt: P( T+ | HCV+) = 0,99. Dieses Wahrscheinlichkeit heil3t Sensitivitat. Be-
schreibe die Sensitivitat mit Worten.

Peter hat sich nach einem Auslandsaufenthalt bei seinem Arzt auf HCV untersuchen lassen. Der
Antikdrpertest zeigt eine Infektion an.

Stelle den Testvorgang in einem zweistufigen Baumdiagramm dar!

Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass bei Peter tatséchlich eine Infektion vorliegt und deute das
Ergebnis!

Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer zufallig ausgewahlten Person bei negativem
Testergebnis tatsachlich keine Infektion vorliegt!

Beschreibe im Lichte dieser beiden Ergebnisse, was der Test leistet und was er nicht leistet!

Peter hat aus seinen Schultagen noch in Erinnerung, dass sein Mathe-Lehrer immer gesagt
hat: ,Mache in diesem Fall einen zweiten Test."

Peter lasst also nach dem positiven Test einen zweiten Test machen.

Stelle auch diesen Testvorgang in einem zweistufigen Baumdiagramm dar!

Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Peter tatsachlich HCV-positiv ist, wenn beide Tests
dieses anzeigen!

Penelope, die Freundin von Peter, hat mehr Glick. Nach einem ersten positiven Test ist der

zweite negativ. Wie sicher kann sie sich sein, tatsachlich nicht infiziert zu sein?
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4.2.9 Aufgabe zur Bayes-Formel

Quesi im Land der Bolteken

Ein Reisender besucht das Land der Bolteken, deren Lieblingsgetrank Lurti heifl3t.

Leider ist Lurti so heil3 begehrt, dass 65% aller Bolteken zuviel davon trinken.

Infolge dieses Ubergenusses bildet sich in 90% dieser Félle eine Krankheit, ein gut sichtbarer Quesi
aus.

Allerdings haben auch 2% der Bolteken, die nicht zuviel Lurti trinken, die Krankheit Quesi.

1. Zeichne ein Baumdiagramm, das die Lurti-Quesi-Abhé&ngigkeit darstellt!
2. Wie viele der Bolteken haben Quesi, wenn das Volk der Bolteken 50 Millionen z&hlt?

3. Der Reisende trifft einen Bolteken mit Quesi.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit trinkt dieser Bolteke dennoch nicht zuviel Lurti?

4. Welche Wahrscheinlichkeit besteht dafiir, dass ein quesiloser Bolteke dennoch lurtistichtig ist?

5. Klare an diesem Beispiel den Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit!
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4.3 Bayes lteration

Anhand einer Aufgabe aus dem Glucksspielbereich soll durch iteratives Nutzen neuer Information

(wiederholtes Anwenden der Regel von Bayes) die Wahrscheinlichkeit der Richtigkeit einer zu treffen-

den Entscheidung erhéht werden. Generell gesehen ist die Situation vergleichbar mit der eines Laien,

der zwischen zwei Alternativen zu wahlen hat. Zunéchst sind beide Alternativen gleichwahrscheinlich.

Durch Expertenbefragung(en), Test(s)/Versuchsdurchfiihrung(en) wird er versuchen, die Wahrschein-

lichkeit der Richtigkeit seiner Entscheidung mehr und mehr zu erhdhen. Die folgende Aufgabe soll die

Schilerinnen und Schiler zur mehrfachen Benutzung des Bayes-Diagramms anregen. Der dabei

schnell anwachsende Rechenaufwand lasst den Einsatz technischer Hilfsmittel sinnvoll erscheinen.

Besondere Materialien/Technologie:

Iteration legt einen Rechnereinsatz nahe:
TR, GTR, CAS, Tabellenkalkulation

Dauer der Unterrichtseinheit:

3 - 4 Unterrichtsstunden, je nach Vorkenntnissen

und Einsatz neuer Technologien

Gliederung

4.3.1  Aufgabenstellung und mégliche Schilerlésung 162
4.3.2 Kommentierte Screens von TI-83 und TI-92 166
4.3.3  Hinweise zu einer Variation der Herangehensweise 168
4.3.4  Literatur 171
435  Kontakt 171

4.3.1 Aufgabenstellung und mdgliche Schulerlésung

Beim Wirfeln mit einem 4er-Legostein gelten folgende Wahrscheinlichkeiten:

Augenzahl 1 2 3 4 5 6
P(Augenzahl) 75% 75% 43% 27% 7,5% 7,5%

Dieser Lego-Quader wird mit einem ublichen Laplace-Wirfel verglichen.
Ohne von den Mitschilerinnen und Mitschilern beobachtet werden zu kdnnen, wahlt Lisa ei-
nen der beiden Wirfel aus, wirfelt und teilt den anderen das Ergebnis ihres Wurfes mit. Die

Mitschulerinnen und Mitschuler sollen beurteilen, welchen Wurfel Lisa gewéahlt hat.
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a) Lisa teilt mit, dass sie eine ,2" gewdirfelt hat. Zeichne ein zweistufiges Bayes-Diagramm, in
das du alle Informationen eintrégst. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat Lisa den Laplace-

Wiirfel bzw. den Lego-Quader gewahlt?

Eine mdgliche Schilerlésung mit dem Bayes-Diagramm kdnnte so aussehen:

1 1 A-priori-Wahrscheinlichkeiten:
2 2 1
PW) = =
W) 5
W ? PQ= 1
2
1 \/ 75
6 1000 .
2" P(2 mit L-Warfel) ==. L =L
2'6 12
P(2 mit Quader)= 1. n_ 7’
2 1000 ~ 2000

Fur die ,a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten* (nach dem Experiment) ergibt sich:

1
) _ 12 20 _, 20 9
P(L-wurfel W wurde benutzt) = ——— =— P(Quader Q wurde benutzt) = 1-— =—
1. m 2 29 20
12 2000

b) Lisa soll noch einmal mit demselben Wiurfel wiirfeln, damit die Frage, mit welchem Wiirfel
sie gewdlrfelt hatte, treffsicherer beantwortet werden kann. Sie wirfelt eine ,3“. Berechne
wiederum die Wahrscheinlichkeiten dafir, dass sie mit dem Laplace-Wirfel bzw. mit dem
Lego-Quader wurfelt. Achte darauf, dass in deinem neuen Bayes-Diagramm die ,a-posteri-
ori-Wahrscheinlichkeiten® aus a) nun im 2. Diagramm die , a-priori-Wahrscheinlichkeiten®

(vor dem Experiment) sind. Notiere die Ergebnisse geeignet in einer Tabelle.
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Eine mdgliche Schilerldsung kénnte so aussehen:

20 9 A-priori-Wahrscheinlichkeiten:
29 29
P(W) = 20
W Q 29
\/ PQ) =
1 43 29
6 100
»3" P(3 mit Warfel) = 22 1 - 10
29 6 87
9 43 387

P(3 mit QuadenN= —-—— = ——
( Q ) 29 100 2900

Fur die a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten ergibt sich:

20 1
WS _ 29 6 1000
P(L-Wirfel wurde benutzt) = @.lJri.ﬁ = Sle1
29 6 29 100
P(Quader wurde benutzt) = 1- 1000 _ 1161
2161 2161

Tabelle auf der Basis von ,2¢, ,3“, ,4“, ,5" als den ersten Wirfelergebnissen:

gewdirfelte P(L-Wiurfel) P(Quader)
Augenzahl
vorher 1 1
2 2
2 2 9
29 29
3 1000 1162
2161 2161
. 4" 0,347123 0,652877
» D" 0,541604 0,458396

(Anmerkung: Die Leserin/Der Leser bzw. das Verhalten der Lerngruppe und deren Wiinsche mégen
daruber entscheiden, ob bei Fortsetzen des Experimentes tber die ersten beiden Wirfelaktionen hin-
aus das Kalkil einige weitere Male mit Arbeit im Heft bzw. an der Tafel durchlaufen oder ob schon

nach den ersten Durchlaufen der Rechnereinsatz vorbereitet werden soll.)
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c) Die Berechnungen bei weiteren Wuirfen laufen nun immer wieder nach demselben Schema
ab. Solche Routinearbeit Ubertragt man gerne dem PC oder einem Taschenrechner. Die

folgende Tabelle mag dir bei der Umsetzung mithilfe einer Tabellenkalkulation helfen:

Gewirfelte Nebenrechnungen
Nr. Augenzahl, P(Wirfel) P(Quader)
Indiz Pfadw. 1 | Pfadw. 2 P(Indiz)
1 vorher 1 1
2 2
5 o 20 9 1 75 29
" 29 29 12 2000 240
3 3¢ 1000 1162 10 387 2161
" 2161 2161 87 2900 8700
4 4" 0,347123 0,652877
5 R 5n
Zu c):

Auch GTRs (mit und ohne CAS) bieten die Moglichkeiten der Automatisierung.

Durch schrittweises Nachspielen der Iteration im Home-Bereich (1-Zeilen-Programm) auf Basis der
oben dargestellten Bayes-Diagramme kann direkt die geanderte Wahrscheinlichkeit fir die Richtigkeit
einer denkbaren Entscheidung ermittelt werden.

Im Unterricht wird man mit einem GTR oder einem CAS ein solches Kurzprogramm im HOME-Fenster
gemeinsam erstellen. Dabei werden die Bayes-Formel, die Bedeutung von a-priori- und a-posteriori-
Wabhrscheinlichkeiten vertiefend wiederholt und schlieB3lich ein Instrument fir das Auswerten wieder-
holten Wirfelns bereitgestellt.

Nun kann eine Schilerin oder ein Schiler verdeckt mit einem der Wirfel werfen und die Resultate
nennen. Die jeweils Gber den Rechner ermittelten Wahrscheinlichkeiten kénnen dann fiir Tipps ge-
nutzt werden.

Zu den entsprechenden Rechnereingaben bei Verwendung des TI-83 bzw. des TI-89/92 finden sich

im Folgenden detaillierte Vorschlage.

165



4.3.2 Kommentierte Screens von TI-83 und TI-92
TI-83
Liste LQQ gibt die Wahrscheinlichkeiten
der Augenzahlen des Quaders an.
Liste LWW gibt die Wahrscheinlichkeiten

der Augenzahlen des 2. Wiirfelobjektes
(hier des Laplace-Wiirfels) an.

In Q und W werden die ersten a-priori-
Wahrscheinlichkeiten gespeichert.

Das Ergebnis ,2" des ersten Wurfes wird

2_}2 . m* me ': E :' - I: m* in Z gespeichert. Anschlielend werden
LG 2 a4 LWl 20 nach Bayes die neuen a-priori-
L, Wabhrscheinlichkeiten berechnet und als
-:I.m - 1 m-}l'l'l neue Werte in Q und W gespeichert. Die
" E'EE'E'SS 1 I_'.lE"'ll' Doppelpunkte erlauben das Anbinden der

einzelnen Befehle aneinander. Nur dank
der Doppelpunkte entsteht ein als Ganzes
abrufbarer Iterationsblock.

. Mit 2nd<Entry> wird der eben benutzt
ELEE : %Hﬁﬂ 'Ii_ﬁﬁlf:’ é'ﬂ* gte'eﬁt_k’lnimﬁéi zum Abandern bereit ge-

=+JE 1 == Auf Z wird das aktuelle Waurfelergebnis
m . 1 m I'I'I (hier ,3") abgespeichert (die alte 2 mit ei-
" 462?45?2?4 ner 3 uUberschreiben!). Die Berechnung

der neuen a-priori-Wahrscheinlichkeiten

erfolgt mit dem lterationsblock nun einfach
durch ENTER-Driicken.

Anmerkungen

1. Hat man mit dem Doppelpunkt verbunden mehrere Befehle auf einmal durch ENTER bestétigt, so
bezieht sich die Gerate-Answer auf den letzten Befehl des Blockes. Will man nun beide Wabhr-
scheinlichkeiten ausgeben lassen, so kann man an den bisherigen Befehlsblock den Ausgabebe-
fehl: {w,q} anfligen.

2. Der TI-83 akzeptiert mehrbuchstabige Listennamen, aber keine mehrbuchstabigen Variablenna-
men. Dies kann eine Bezeichnungsvergabe wie die oben aufgefiihrte motivieren. Bei den Geraten
TI-89/92 bestehen derlei Einschrankungen nicht. Um den Vergleich zu erleichtern, werden nun im
Folgenden bei den entsprechenden Angaben zum TI-89/92 dennoch die gleichen (nicht beson-

ders glicklichen) Bezeichnungen wie gerade beim TI-83 genutzt.
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Mit diesem ,1-Zeilen-Programm" lasst sich ein Wirfelergebnis direkt eingeben, und die veranderte
Wabhrscheinlichkeit dafir, dass mit dem L-Wiirfel gewiirfelt wurde, kann abgelesen werden. Auch eine
vollstandige Simulation ist mit diesen Rechnern oder anderer Software mdglich.

4.3.3 Hinweise zu einer Variation der Herangehensweise

Verzichtet man im Aufgabenteil b) auf den Hinweis auf ein neues Bayes-Diagramm bzw. stellt man im
Unterricht freie Uberlegungen zur Auswertung eines wohl von den Schiilerinnen und Schiilern gefor-

derten weiteren Wiirfelergebnisses an, so ist es durchaus denkbar, dass die Gruppe Baumdiagramme
wie die folgenden entwickelt.

Auswertung des Wirfelergebnisses ,2“ Auswertung von ,2* und ,3" als ersten Ergebnis-
1 1 sen
% y ) )
- 2 2
L-Warfel Lego-Quader L-Warfel Lego-Quader
1
% L -
“ 6 1000
w2
w2" w2"
1 430
6 1000
,,3!(

Nach dem Wirfelergebnis ,2“ ist

= Nach den Wairfelergebnissen ,2“ und ,3“ ist
6

1 75 E.(}.}j

21000 2 \6 6

P(L-Wiirfel) = 1711 1 = 230
— —_ . — + — - .
2 (6 6) 2 (1000 1000)

P(L-Wirfel) =

+ N

NP
ol

168



Auswertung nach Ergebnisfolge ,2“, , 3%, ,4"

VN

L-Warfel Lego-Quader
1 75
6 1000
”2“ "2“
1\ e
6 1000

33

1 270

6\ / 1000
N 4 b

1.(3}.})
2666

1 (75 430 270

P(L-Wirfel) = 1
—_ e — e — . — —+ — . .
2 (6 6 6) 2 (1000 1000 1000)

Hier wird das Gesamtdiagramm als ein einziges Bayes-Diagramm aufgefasst, das alle bisher gesam-
melte Information ohne Vorab-Auswertung darstellt, und die aktuellen a-posteriori-Wahrscheinlich-
keiten werden durch einmalige Anwendung der Bayes’'schen Aussage bestimmt. Die Schilerinnen
und Schuler werden allerdings die hier in Klammern gesetzten Produkte wohl sofort ,ausrechnen” (vgl.
S. 168 unten). Bei dieser Herangehensweise steht nun der Rollenwechsel bisher ermittelter Werte (bei
dem oben dargestellten Vorgehen wurden bei jedem neuen Wirfeln aus den bisherigen a-posteriori-
Wabhrscheinlichkeiten neue a-priori-Wahrscheinlichkeiten) nicht im Vordergrund; der hier vorgestellte
Weg verlangt weniger Abstraktionsvermdgen und ermdéglicht das Entdecken eines expliziten Bil-
dungsgesetzes.

Die zur Verfigung stehenden Informationen werden auf beiden Wegen letztlich in gleicher Weise ge-
nutzt, wie hier beziglich der ersten Schritte in abstrakter Form (fiir die Leserin/den Leser) gezeigt
werde:

Es seien wi bzw. qu die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass der L-Wirfel bzw. der Lego-Quader ge-
wahlt wird (hier beide 0,5). Mit wl, w2 bzw. w3 seien jene Wahrscheinlichkeiten bezeichnet, mit denen
bei Verwendung des L-Wiirfels das 1., das 2. bzw. das 3. Ergebnis erzielt wird. Entsprechend sind die
Bezeichnungen g1, g2 bzw. g3 zu verstehen. Nach dem oben auf den ersten Seiten dargestellten

Weg iterativer Nutzung von Bayes-Diagrammen erhalt man
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- als erste a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten

- WU—M fir das Gewabhltsein des L-Wirfels
wil- wl+qu-qgl

wi- wl _ qu-ql

bzw. 1- =
wi- wl+qu-ql wi-wl+qu-qgl

fur das Gewahltsein des Quaders

- als zweite a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten dann:

— wai- Wi+ qu- gl = — whi- wl- w2 Lfur den L-Wiirfel*
wi-wl+qu- gl wi-wl+qu- gl
bzw. 1 - — wi-wil-w2 = — qu-gl-q2 fur den Quader*
wu-wl-w2+qu-gl-g2 wi-wl-w2+qu-qgl-g2

- als dritte a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten:

wil - wl- w2 W3
wil-wl-w2+qu-qgl-g2 B wi - wl- w2 - w3
wi - wl- w2 W3 4+ qu-gl-g2 93 wil-wl-w2- w3+ qu-ql-g2-q3
wu-wl-w2+qu-ql-g2 wu-wl-w2+qu-ql-g2
bzw. 1- wu-wl-w2- w3

wii-wl-w2-w3+qu-gl-g2-g3 "’

usw. Die auf den beiden Wegen erhaltenen Terme stimmen also Uberein.

Sollten die Schiilerinnen und Schiler den zweiten Weg gehen, so ist nicht zu erwarten, dass sie die

Terme ohne Produktwertberechnung in oben aufgefiihrter ausfiihrlicher Form (S. 169) stehen lassen

und sofort auf das explizite Bildungsgesetz abheben. Zur Berechnung der jeweils aktuellen a-

posteriori-Wahrscheinlichkeiten (und fur entsprechende Tipp-Abgabe) kann auch hier im HOME-

Bereich des Rechners mit den Schiilerinnen und Schillern eine Mini-Iteration aufgebaut werden:

TI-83: {0.075, 0.075, 0.43, 0.27, 0.075, 0.075} —— me
05 —>W: 05 —>Q
Iterationsblock: Woirfelergebnis ——»Z: W -1/6 —> W : Q LG (2) — Q: W/ (W+Q)

TI-89/92: Listenelement mit eckigen Klammern aufrufen.
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4.4 Einsatz von Tabellenkalkulation und GTR

Excel-Datei zur Bayes-Statistik/Anwendung auf dem TI-83:

Die Beschaftigung mit der Bayes-Statistik fordert geradezu den Einsatz von Programmen heraus, da
der Vorgang der Berechnung jeder einzelner Schritte gut algorithmisiert werden kann. Hier werden
Realisierungen mit Excel und mit dem GTR TI-83 vorgestellt, die Programme sind im Anhang elektro-

nisch verfugbar bzw. vom NiBiS-Server herunterladbar.

Besondere Materialien/Technologie: Dauer der Unterrichtseinheit:

PC mit Excel/TI 83 max. 2 Unterrichtsstunden

Gliederung
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Schulbuchaufgabe 176
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Bemerkungen 177
Programmlistings 177

4.4.3  Literatur 179

444  Kontakt 179

4.4.1 Bayes-Statistik mit Excel

Generelle Vorbemerkungen zu den Excel-Tabellen

Auf die Verwendung von aufwandigen Makros oder Visual-Basic-Strukturen wird in allen Tabellen ver-
zichtet, zum Verstandnis der Anweisungen missen die Schilerinnen und Schiiler neben Excel-
Grundanweisungen den Unterschied zwischen absoluter und relativer Zelladressierung und die
Wenn()-Anweisung kennen. Die Komplexitdt der Anweisungen nimmt von Arbeitsblatt zu Arbeitsblatt

ZU.

172




Bayes-Eingabetabelle

Das Arbeitsblatt dient zur Eingabe der Aufgabensituation. Mdgliche Eingabezellen sind farbig hinter-
legt. Um versehentliche Anderungen durch die Benutzerin/den Benutzer zu verhindern, sind die tibri-
gen Zellen schreibgeschiitzt. Der Schutz des Arbeitsblatts lasst sich Uber den Menlpunkt ,Extras",

L,Schutz* aufheben bzw. wieder einschalten.

Drei Urnen mit wei3en oder schwarzen Kugeln sind vorgegeben. Beim klassischen Urnenmodell er-
folgt die Ziehung aus den Urnen mit der gleichen Grundwahrscheinlichkeit von jeweils % Um auch

Aufgaben bearbeiten zu kénnen, bei denen die Wahrscheinlichkeit von der Anzahl der Elemente pro
Urne abhangt (z. B. LS 9, S.188, Aufgabe 13, siehe Anhang), kann die Benutzerin/der Benutzer zwi-
schen diesen beiden Modellen auswahlen. Ebenso kann die Verteilung der Kugeln auf die einzelnen

Urnen eingegeben werden.

Im ersten Schritt ermittelt die Excel-Tabelle die a-priori-Wahrscheinlichkeiten fir die Ziehung einer

weil3en bzw. schwarzen Kugel aus der jeweiligen Urne.

Excel-Arbeitsblatt:

Bayes-Simulation
Eingabezellen: farbig hinterlegt

Klassisches Urnenmodell: jeweils gleiche Ziehungsw. pro Urne (j/n) n
oder Urnenwahrscheinlichkeit bezogen auf die Elementanzahl

Urne 1: Kugeln Urne 2: Kugeln Urne 3: Kugeln

weifd 10 weilR 3 weil 0

schwarz 0 schwarz 3 schwarz 4
a-priori-Wahrscheinlichkeit fur Summen
weifd 0,50 0,15 0,00 0,65
schwarz 0,00 0,15 0,20 0,35

Summen 0,50 0,30 0,20
gezogene Kugel (w oder s) w
a-posteriori-W ahrscheinlichkeit 0,77 0,23 0,00

Die Benutzerin/der Benutzer kann die im ersten Zug gezogene Kugel festlegen, in der Tabelle wird

dann die erste a-posteriori-Wahrscheinlichkeit berechnet.

Iteration: Ziehung einer weil3en Kugel

In diesem Arbeitsblatt wird die wiederholte Ziehung einer weiRen Kugel angenommen und die zugehd-

rigen a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten werden berechnet.
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Die Startwerte stammen aus der Bayes-Eingabetabelle. Entscheidend ist die Zeile 8. Durch ,Herunter-
ziehen" dieser Zeile kann man die gewiinschte Anzahl von Wiederholungen von Ziehungen der wei-

Ben Kugel erzeugen.

Das Blatt ist nicht geschitzt, man sollte deshalb in und vor Zeile 8 keine Léschungen vornehmen.

Bayes-lteration: mehrfaches Ziehen einer weien Kugel

Ziehungnummer gez. Kugel ww sw Ss Pfadw. ww Pfadw. sw Pfadw. ss totale W.

Voruberlegung: w 1 0,5 0

n-te Ziehung einer w Kugel

Start 0,50 0,30 0,20

1 0,7692308 0,2307692 0 0,5 0,15 0 0,65
2 0,8695652 0,1304348 0 0,7692308 0,115385 0 0,88461538
3 0,9302326 0,0697674 0 0,8695652 0,065217 0 0,93478261
4 0,9638554 0,0361446 0 0,9302326 0,034884 0 0,96511628
5 0,9815951 0,0184049 0 0,9638554 0,018072 0 0,98192771
6 0,9907121 0,0092879 0 0,9815951 0,009202 0 0,99079755
7 0,9953344 0,0046656 0 0,9907121 0,004644 0 0,99535604
8 0,9976617 0,0023383 0 0,9953344 0,002333 0 0,99766719
9 0,9988295 0,0011705 0 0,9976617 0,001169 0 0,99883087
10 0,9994144 0,0005856 0 0,9988295 0,000585 0 0,99941475
11 0,9997071 0,0002929 0 0,9994144 0,000293 0 0,9997072
12 0,9998535 0,0001465 0 0,9997071 0,000146 0 0,99985356
13 0,9999268 7,324E-05 0 0,9998535 7,32E-05 0 0,99992677
14 0,9999634 3,662E-05 0 0,9999268 3,66E-05 0 0,99996338
15 0,9999817 1,831E-05 0 0,9999634 1,83E-05 0 0,99998169

Iteration: Ziehung einer beliebigen Kugel

Auch dieses Blatt bezieht die Startwerte aus der Bayes-Eingabetabelle, berechnet werden die a-pos-
teriori-Wahrscheinlichkeiten daflr, dass die gezogene Kugel aus Urne 1, 2 oder 3 stammt. Die rele-
vante Anweisungszeile ist Zeile 10, durch entsprechendes ,Herunterziehen” dieser Zeile kann die ge-
winschte Anzahl von Wiederholungen erzeugt werden. Die méglichen Eingabezellen sind farbig hin-
terlegt, die Benutzerin/der Benutzer kann eingeben, ob eine weil3e (Eingabe w) oder schwarze Kugel

gezogen wird (,ideale" Eingabe s, es erfolgt aber nur die Abfrage auf ,Eingabe = w").

Um unbeabsichtigte Loschungen zu verhindern, ist das Arbeitsblatt mit Ausnahme der Eingabezellen

schreibgeschiitzt. Der Schutz lasst sich wieder Uber den Punkt ,Extras”, ,Schutz* abschalten.
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In Diagramm 1 werden die a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten aus der obigen Tabelle wiedergegeben

Bayes lteration: Ziehen bel. Farben

Eingabezellen: farbig hinterlegt

Ziehungnummer
Voriberlegung:

a-posteriori-Wahrscheinlichkeit

1
2
3
4
5
6
7
8
9

gez. Kugel (w/s)

ww

0,50
0,76923
0,86957
0,93023
0,96386

0,9816
0,99071
0,99533
0,99766

0

[eNeoNeNeNoNae]

sw Ss

0,30
0,23076923
0,13043478
0,06976744
0,03614458
0,01840491
0,00928793
0,00466563
0,00233827

1

RPRRRRR

Bayes-Iteration

Ziehungen

o

N
[eNeoNeoNeoNolNoNeNoNoNeNoNoNoNeNoNa}

Pfadw. ww

1
0

0,5
0,76923077
0,86956522
0,93023256
0,96385542
0,98159509
0,99071207
0,99533437

0

oOooooo

Pfadw. sw

0,5
0,5

0,15
0,11538462
0,06521739
0,03488372
0,01807229
0,00920245
0,00464396
0,00233281
0,00116913

0,5
0,5
0,5
0,5
0,5
0,5

totale W.

[y

0,65
0,88461538
0,93478261
0,96511628
0,98192771
0,99079755
0,99535604
0,99766719
0,00116913

0,5
0,5
0,5
0,5
0,5
0,5

[eNeoNeoNeoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNolo)

——Urme 1
—=—Urne 2
Urne 3
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Schulbuchaufgabe (siehe Lit. [1])
Die im Text genannte Tabelle entspricht bis auf die Zeilenzahl dem obigen Arbeitsblatt.

Ein Beutel enthalt zehn Chips. Finf sind beiderseitig wei3 (ww), zwei sind beiderseitig schwarz (ss).
Die Ubrigen drei sind schwarz-weil3 (sw). Ein zuféllig gezogener Chip wird wiederholt geworfen. Acht-

mal fallt weil3, beim neunten Mal fallt schwarz, dann noch zweimal weif3.
a) Rechne im Heft nach, dass die Angaben der Zeilen 1 und 2 der Tabelle stimmen.
b) Erklare anschaulich den Sprung der a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten nach dem achten Wurf.

c) Welche Bedeutung hat das starke Anwachsen der totalen Wahrscheinlichkeit auf iber 99 %? Wa-

rum bleibt sie nach dem Auftreten von ,schwarz* konstant bei 0,5?

4.4.2 Bayes-Statistik mit dem TI-83

Erlauterungen zu den einzelnen Programmen

Es werden 3 Programme unterschiedlicher Komplexitat vorgestellt, mit denen man die Bayes-Statistik
auf einem TI-83 simulieren kann: BAYLIGHT geht von nur 2 Urnen aus, BAYMED von 3 Urnen, und
bei BAYES ist die Anzahl der Urnen (fast) unbegrenzt. Zusatzlich gibt es noch das Programm ZIEH-
URNE, mit dem man das Ziehen aus einer bestimmten Urne simulieren kann.

Ausgangspunkt ist grundsatzlich eine Urnen-Situation. Jede Urne kann eine beliebige Anzahl von
schwarzen oder weiRen Kugeln enthalten; die Anzahl der Kugeln muss bekannt sein. Eine beliebige
Urne wird (verdeckt) ausgewahlt und eine Kugel daraus gezogen. Dann wird die Kugel wieder zuriick-
gelegt. Dieser Vorgang wird mit immer derselben Urne wiederholt. Aus den Ergebnissen erhalt man

nun eine Wahrscheinlichkeit dafiir, aus welcher Urne gezogen wurde.

Die a-priori-Wahrscheinlichkeiten (meist untereinander gleich wie beim nebenstehenden Bild) miissen

vor dem Programstart manuell in die Liste L1 eingetragen

L1 Le L= 1
werden (2 Werte bei BAYLIGHT, 3 bei BAYMED und bis zu Z3333 | 1
900 bei BAYES). Ferner werden in die Liste L2 die relativen | 3333 | .3 3
| | = __|
Haufigkeiten fur ,weil3“ pro Urne eingetragen und in L3 die fur | M.l ____ .| cccae-
»Schwarz“. Urne 1 enthalt im Beispiel also weil3e und schwarze
Kugeln im Verhaltnis 5:1. Die Listen missen jeweils die T

gleiche Anzahl von Elementen haben.
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Alle Programme berechnen nun nach dem vereinfachten
Satz von Bayes die a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten dafir,
dass eine gezogene Kugel aus der ausgewahlten Urne

stammt. Diese Wahrscheinlichkeit ersetzt die a-priori-

Wabhrscheinlichkeiten und wird in einem weiteren Durchgang

zum Ausgangspunkt einer neuen Berechnung. Es kdnnen

beliebig viele Iterationen durchgefuhrt werden. Die jeweils
aktuellen Werte fiir die Wahrscheinlichkeiten werden nach jedem Durchlauf in L1 gespeichert, gehen
also bei einer erneuten Berechnung verloren. Das Programm BAYES speichert diese Werte in den
Listen A2 bis A4 fiir die ersten 3 Kugeln ab und ermdéglicht dartber hinaus eine graphische Darstel-

lung des Verlaufs der Wahrscheinlichkeiten.

Das Ziehen der Kugel muss zufallig erfolgen in Abhangigkeit von der Flllung der gewahlten Urne. Das
Programm ZIEHURNE simuliert eine solche Ziehung; die Befullung der Urne mit weiRen und schwar-

zen Kugeln muss vorher angegeben werden.

Bemerkungen

Die Programmierung kann durchaus mit interessierten Schilerinnen und Schiilern nachvollzogen
werden. Hierbei handelt es sich aber - ebenso wie bei den Berechnungen mit Excel - um ein optiona-
les Angebot, dass allerdings gut flr eine Veranschaulichung der Bayes-Statistik eingesetzt werden
kann.

Programmlistings

BAYLIGHT BAYMED
Lbl 1
Ve Lb1 D
NU("BEOBACHTUNG","WEISS",W,"SCHWA e {HIENZE™, TWELSST, A, TOLHWARS", 8)
RZ",S) Li#Lz=La
Lbl W ) Gota C
LO*L,/sum(LO*L,)aLc Lkl B
Goto 2 Li*ls=La
Lbl S b1 €
LO*Lf/sum(LO*Lf)uLO LafSumme (La)=L 1
Lbl 2 Anz. "A POSTERIORI"
ClrHome Anz. Li(1)
Disp "A-POSTERIORI" Anz. Liid)
Disp "P(W)",L0(1) ?QE;EL (3]
g'Sp P(S)"L0E) Menii ("WIEDERHOLEN®, " JA", D, "NEIN" ,E}
ause Lkl E
Menu(™,"WEITER",1,"ENDE",3)
Lbl 3
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BAYES

ClrHome

Disp "BAYESSTATISTIK"
Disp "L1:AUPRIORI"

Disp "L2:P(WEISS)"

Disp "L3:P(SCHWARZ)"
Disp "MAX. 6 ELEMENTE"

augment(aAl,{M})udAl
augment(aA2 {LO(1)}HuaA2
augment(aA3,{L(2)})uaA3
augment(aA4,{L(3)})uaA4
ClrHome

Disp "A-POSTERIORI"

Pause For(N,1,dim(L0O))

{O}uaAl Disp LO(N)

{O}uaA2 End

{0}uaA3 Pause

{O}uaA4 Lbl 5

ouM Menu(","WEITER",1,"GRAFIK",3,"ENDE",4)

Lbl 1 Lbl 3

Me- Plotl(xyLine,aAl,aA2,D)

nu("BEOBACHTUNG","WEISS",W,"SCHW Plot2(xyLine,4A1,4A3,N)

ARZ",S) Plot3(xyLine,4A1,4A4,0)

Lbl W ZoomStat

LO*L,/sum(LO*L,)aLd Pause

Goto 2 Goto 5

Lbl S Lbl 4

LO*Lf/sum(LO*Lf)uLO

ZIEHURNE

ClrHome If S=0

Disp "SIMULATION DES" Then

Disp "ZIEHENS VON" ALWiALZ

Disp "S/W KUGELN AUS" Else

Disp "EINER URNE" augment(AWW,4SS) 4Lz

Input "WEISS "W End

Input "SCHWARZ S WSIM

{1}uaWW Lbl X

{0jtiass ClrHome

For(N,0,W-2) , Me-

aElrJ]%me”t(aWWil})mWW nu("AUSWAHL","ZIEHEN",Y,"BEENDEN",Z)
LblY

For(N.0S-2) randint(1,M)iK

augment(ass,{0})iassS If ALZ(K)=1

End Then

If W=0 Disp "W EISS"

Then Else

assual.z Disp "S CHWARZ"

Else End

augment(aWww,asS)ualz Pause

End Goto X

If S=0 Lbl Z

Then

aLwuaaLz

Flse
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4.4.4 Kontakt

Excel
Frank Ueckert ueckert@vr-web.de
T1-83
Jirgen Enders aj.enders@t-online.de
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4.5 Vom Problem zum Werkzeug

Die Mdglichkeit, von einem Ereignis auf ein anderes riickzuschlieRen, ist im Alltag von grundlegendem

Interesse. Dabei treten haufig Fehlschlisse auf, die dem Lernenden bewusst werden missen. Die

Bearbeitung solcher Problemstellungen erfordert Werkzeuge, die in dieser Unterrichtsreihe erarbeitet

und angewandt werden sollen. Baumdiagramme und Mehrfeldertafeln erméglichen auf intuitive Weise

unterschiedliche Zugange und erweitern so das Methodenrepertoire der Lernenden.

Unterrichtsorganisation: Dauer der Unterrichtseinheit:

e Problemorientierung, Realitatsbezug, Model- |5 - 6 Unterrichtsstunden

lierung, Verbalisierung

o Offnen von Lernsituationen, variationsreiches

Uben verbunden mit Eigentatigkeit

e Prasentation von Arbeitsergebnissen unter

Verwendung der neuen Werkzeuge

Besondere Materialien: Notwendige Vorkenntnisse:

keine

Baumdiagramm und Pfadregeln

Gliederung
45.1  Motivation zur Beschaftigung mit Bayes-Statistiken
4.5.2  Modellieren von Bayes-Problemen
45.3  Die Unterrichtseinheit
Von absoluten Daten zur Vierfeldertafel und zu Baumdiagrammen
Von relativen Haufigkeiten/Wahrscheinlichkeiten zur ,formelméafigen” Berechnung
Arbeitsblatt: Analyse eines Schnelltests zum Erkennen einer seltenen Krankheit
454  Literatur
455  Kontakt

4.5.1 Motivation zur Beschaftigung mit Bayes-Statistiken

LErstens kommt es anders und zweitens als man denkt.”

180
181
182
182
188
191
192
192

Die Verwechslung von Bedingung und Ereignis ist ein weit verbreiteter Irrtum, der manchmal wohl

auch bewusst zur Irrefiihrung oder auch der Sensation willen begangen wird. Dabei ist die sprachliche

Formulierung von entscheidender Bedeutung.

180




Beispiele:

e 70 % der Unfalle passieren tagsiber! Schlagzeile: Autofahren ist tags gefahrlicher als nachts.

e In der Wohnung werden nachts absolut gesehen mehr Verbrechen begangen als im Stadtpark!
Schlagzeile: Man schlaft nachts im Park sicherer als in der Wohnung!

Bereits in einfachen Baumen oder Vierfeldertafeln kann man die wirklichen Verhaltnisse klarstellen
und damit auch quantitative Aussagen gewinnen. Diese einfachen Werkzeuge erlauben es, Anwen-
dungssituationen des Satzes von Bayes ohne wahrscheinlichkeitstheoretischen Formalismus schon

auf dieser Klassenstufe verstehbar zu machen und stochastisches Denken zu férdern.

4.5.2 Modellieren von Bayes-Problemen

Statistische Informationen kdnnen auf verschiedene Weise reprasentiert werden:
e Prozentwerte, Dezimalbriiche (30 %, 0,3)

e Bruchzahlen (i)
10

e Absolute Haufigkeiten (3 von 10)

e Chancenverhaltnisse (3:7)

.Naturliche" Algorithmen fur statistisches Denken bauen auf Informationen in absoluten Haufigkeiten
auf, da diese den Strukturen realer Umweltinformationen entsprechen.

Daher sollte die Formulierung fiur ein erstes Beispiel zum Einstieg in die Bayes-Problematik absolute
Haufigkeiten benutzen. Die Verwendung absoluter Haufigkeiten vermeidet eine oft auftretende Feh-
lerquelle bei der Verwendung von relativen Haufigkeiten/Wahrscheinlichkeiten: Missachtung der Be-
zugsgroie.

Die Darstellung der Bayes-Problematik im Baumdiagramm knipft an Bekanntes an. Dartber hinaus
bieten Baumdiagramme gegeniiber der Vierfeldertafel die Mdglichkeit, die einflieBenden Informationen
in zwei verschiedenen Sichtweisen darzustellen und zu interpretieren. Fihrt man beide Sichtweisen
zu einem Diagramm zusammen, so wird anschaulich klar, wie die gegebenen Informationen die Ge-
samtheit von Baumstufe zu Baumstufe aufteilen, und zwar von beiden Seiten unter einem anderen
Aspekt. Gleichzeitig eroffnet diese Zusammenschau ein tieferes Verstandnis fur die Aussagekraft ei-
ner Vierfeldertafel.

Das Modellieren mit Baumdiagrammen unter Verwendung von Wahrscheinlichkeiten eréffnet durch
den Ruckgriff auf die bekannten Pfadregen die direkte Berechnung gesuchter Wahrscheinlichkeiten.
In Anlehnung an die Berechnung der bekannten Laplace-Wahrscheinlichkeiten bestimmt man mit Hilfe

der Produkt- und der Summenregel die Wahrscheinlichkeiten, die fiur die Ursache ,glnstig“ bzw. fur
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das beobachtete Ergebnis ,méglich” sind und bildet den entsprechenden Quotienten. Eine Exaktifizie-
rung dieser Vorgehensweise ist nicht angestrebt, vielmehr soll eine kontextbezogene Plausibilitatsbe-
trachtung zum Aufbau eines altersgemafen Verstandnisses beitragen.

Zur Abrundung der Thematik sollen die Lernenden erfahren, dass neue Einsichten oder Beobachtun-
gen zu der Erkenntnis fihren, dass Entscheidungen revidiert werden mussen. Dies fuhrt zur Idee der

Iteration.

4.5.3 Die Unterrichtseinheit

Zu Beginn der Unterrichtseinheit kann - je nach Lerngruppe und Vorliebe der Lehrkraft - die Analyse
der Aussagen vorgelegter Zeitungsartikel stehen.
Es ist aber auch mdglich, direkt Gber Spiele den Einstieg zu gestalten.

Diese Unterrichtseinheit umfasst 2 Stufen der Hinfilhrung zur Bayes-Problematik.

Von absoluten Daten zur Vierfeldertafel und zu Baumdiagrammen

Die folgende Problemstellung bietet sich als Ausgangspunkt an.

Bei Infektionskrankheiten ist es wichtig, dass man schnell die Art der Krankheit erkennt, da-
mit man sie bekadmpfen kann. Hierzu fihrt man Schnelltests durch, die allerdings Mangel ha-
ben: Manchmal wird eine Krankheit angezeigt, obwohl sie nicht vorliegt; gelegentlich wird ei-
ne Krankheit nicht angezeigt, obwohl sie vorhanden ist.

129 von 15748 untersuchten Personen haben eine seltene Krankheit. Bei 118 der 129 Perso-
nen, die tatséchlich krank sind, wird die Krankheit mit dem Testverfahren auch erkannt. Bei
412 der restlichen 15619 Personen, die nicht erkrankt sind, weist das Testverfahren falschli-

cherweise dennoch auf das Vorliegen der Krankheit hin.

Sie hat einerseits einen relevanten Realitdtsbezug und ermdglicht andererseits mit der Frage nach ei-
ner Wiederholung des Tests einen Einstieg in die iterative Betrachtungsweise.

Es wird an dieser Stelle bewusst auf die Nennung einer konkreten Krankheit verzichtet, um individuel-
le Betroffenheit einzelner Schilerinnen und Schiiler zu vermeiden.

In der Anlage und in der genannten Literatur finden sich konkrete Beispiele zu diesem Thema, die ge-
gebenenfalls alternativ eingesetzt werden kénnen.

Um eine mdglichst offene Unterrichtssituation zu erzeugen, sollen die Lernenden zunéchst eine sub-

jektive Einschatzung vornehmen, z. B.:
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In der Schule wird ein solcher Test durchgefiihrt. In welche Situation kannst du als teilneh-

mende Person kommen?

Muss sich eine positiv getestete Person grof3e Sorgen machen. Kreuze auf der Skala an:

grof3e Sorgen mittlere Sorgen keine Sorgen

Diese subjektive Einschatzung der Situation soll im weiteren Unterrichtsverlauf mit mathematischen
Methoden erhértet oder widerlegt werden.
Dazu ist eine Ubersichtliche Aufbereitung der vorliegenden Daten hilfreich. Somit bietet es sich an, die

Vierfeldertafel als neue Darstellungsform an dieser Stelle einzufiihren.

Vierfeldertafel mit absoluten Haufigkeiten

positiv getestet | negativ getestet | Summe

krank 118 11 129
gesund 412 15207 15619
Summe 530 15218 15748

Mit Hilfe der Tabelle kdnnen die Lernenden eine erste Bewertung ihrer subjektiven Einschatzung vor-
nehmen. Es bietet sich aber auch an, auf das bekannte Werkzeug Baumdiagramm zurtickzugreifen,
da davon auszugehen ist, dass der Umgang mit derartigen Tabellen noch ungewohnt ist. Auch hier
sollte man zunachst nur mit absoluten Haufigkeiten arbeiten. Zwei Darstellungen im Baumdiagramm
sind moglich. Diagramm 1 fiihrt unmittelbar zur Beantwortung des Eingangsproblems, da ein Schatz-
wert fur die interessierende Wahrscheinlichkeit direkt ermittelt werden kann. Diagramm 2 erfordert
weiterfuhrende Uberlegungen, die auch in Form eines Baumdiagramms dargestellt werden kénnen

(Diagramm 3).
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Diagramm 1

positiv negativ
getestet getestet

Auswertung
118 von 530 positiv getesteten Personen sind krank. Das sind ungeféhr 22,3 %.

412 von 530 positiv getesteten Personen sind gesund. Das sind ungefahr 77,7 %.
Es gibt somit viel mehr positiv getestete gesunde Personen als positiv getestete kranke Personen.
(Vermutlich hat der Lernende dieses Ergebnis nicht erwartet und einen sehr viel héheren Grad der

Besorgnis angekreuzt.)

Diagramm 2

positiv
getestet

negativ positiv .
getestet getestet negativ ge-

testet
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Auswertung

118 von 129 kranken Personen werden positiv getestet. Das sind ungefahr 91,5 %.
11 von 129 kranken Personen werden negativ getestet. Das sind ungefahr 8,5 %.

412 von 15619 gesunden Personen werden positiv getestet. Das sind ungefahr 2,6 %.
15207 von 15619 gesunden Personen werden negativ getestet. Das sind 97,4 %.

(Der Grad der Besorgnis lasst sich aus dieser Auswertung nicht unmittelbar erkennen.)

Diagramm 3
krank und krank und gesund und
iti i negativ
positiv negativ

118

positiv und
gesund

positiv und

negativ
krank

und krank

negativ und ge-
sund

positiv negativ

Merkmalsauspragung krank/gesund auf Stufe 1.

/r Merkmalsauspragung positiv/negativ auf Stufe 1.

118 von 530 positiv getesteten Personen sind tatsachlich krank.

185



Die Erganzung des Diagramms 2 zum Diagramm 3 nimmt die Informationen aus Diagramm 1 auf und
ermdglicht so eine Antwort auf die direkte sowie die umgekehrte Fragestellung. Der Ausbau zum Dia-
gramm 3 erfolgt durch die Zusammenfassung der positiv bzw. negativ getesteten Personen. Damit er-
geben sich zwei Eingénge in das Diagramm, die die Umkehrung der Merkmalsauspragung auf der je-
weils ersten Stufe in einer Zusammenschau verdeutlichen.

Diese Umkehrung der Sichtweise wird besonders deutlich, wenn im Diagramm Pfeile verwendet wer-
den.

Ein Vergleich des erweiterten Baumdiagramms mit der Vierfeldertafel fuhrt zu der Erkenntnis, dass
beide Darstellungen gleichermalRen geeignet sind, die Ausgangsproblematik zu modellieren.

Die Frage nach der Guite von Testergebnissen fiihrt zu analogen Betrachtungsweisen fiir Wahrschein-
lichkeiten.

Zur Vermeidung von Fehleinschatzungen bei derartigen Testverfahren sollten alle Pfade der beiden

Baumdiagramme analysiert und in der folgenden Weise visualisiert werden.

positiv negativ
getestete getestete
gesund
krank

Die Lernenden erkennen so, dass die Krankheit bei ,sehr vielen der tatsachlich Erkrankten auch er-
kannt wird und nur bei ,sehr wenigen* der Gesunden falschlich diagnostiziert wird; es aber trotzdem
-ein Vielfaches mehr* gesunde Personen als kranke mit positiven Testergebnis gibt. Auch der Grund
hierfur wird offensichtlich, dass es namlich ganz einfach ,grundsétzlich viel mehr Gesunde als Kranke
gibt“. Auf der Grundlage dieser Erkenntnis kann auch tber den Nutzen flachendeckender Vorsorgeun-

tersuchungen diskutiert werden (vergleiche z. B. Zeitungsartikel [7]).
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Weiterfiihrende Aufgaben zur Ubung und Festigung

Musterlésung zur Aufgabe 2

~Vierfeldertafel wird Ubersetzt

—>ist der Schuler mit rotem Pullover aus Klasse 9a (Umfrage)

Man kann heute davon ausgehen, dass etwa 0,1 % der Bevolkerung der Bundesrepublik HIV-
infiziert ist. Die vorliegenden Testverfahren zum Nachweis der Infektion haben mittlerweile eine
hohe Sicherheit: bei 99,9 % der tatsachlich Infizierten erfolgt eine positive Testreaktion; nur bei
0,3% der nicht infizierten Testpersonen wird irrtiimlich eine Infektion angezeigt. Wie viele von
100000 Testpersonen haben beim Vorliegen eines positiven Testergebnisses tatséchlich eine
HIV-Infektion. Mache eine Aussage zur Gite dieses Testverfahrens.

Drei Lokalzeitungen A, B, und C haben Marktanteile von 45 %, 37 % und 18 %. Bei Zeitung A er-
folgt 10 % des Verkaufs an Abonnenten, bei Zeitung B sind dieses 60 % und bei Zeitung C 75 %.
Pro Tag werden insgesamt 10000 Exemplare ausgeliefert.

An einem Kiosk wird gerade eine Lokalzeitung verkauft. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist dies
Zeitung B?

~Eltern wiinschen héheren Bildungsabschluss fur Kinder*

37 % aller 10- bis 16jahrigen besuchen derzeit die Schulform Gymnasium. Jedoch nur 35% dieser
Jugendlichen haben Eltern, die selbst zum Gymnasium gingen. Umgekehrt findet man unter den
Schilerinnen und Schiilern, die eine Haupt- oder Realschule besuchen, nur 8 %, deren Eltern ein
Gymnasium absolvierten.

Zeichne ein umgekehrtes Baumdiagramm und formuliere die darin enthaltenen Informationen als

Zeitungsnotiz. Wahle eine schlagkraftige Uberschrift.

10000

Von 5980 Nichtabonnenten beziehen 1480 die Zeitung B, d. h. mit einer Wahrscheinlichkeit von

p:

1480
———=0,247 erwirbt der Kaufer die Zeitung B.

5980
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Von relativen Haufigkeiten/Wahrscheinlichkeiten zur ,formelmafigen” Berechnung

Mit den Schilern kann folgender Versuch durchgefiihrt werden:

Auf einem Tisch liegen zwei fur den Zuschauer nicht unterscheidbare Socken, von denen er
aber weil3, dass die erste (S;) vier schwarze und vier weille Kugeln und die zweite (S,) sechs
schwarze und zwei weilRe Kugeln enthalt. Es wird eine Socke zufallig ausgewahlt und dieser

eine Kugel entnommen. Die Kugel ist z. B. schwarz.

Die Schilerinnen und Schiiler sollen einen Tipp abgeben, welcher Socke die Kugel entnommen

G
S1 S,

wurde.

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen ein
Baumdiagramm mit absoluten Haufigkei-

ten im Heft oder auf dem Arbeitsblatt

erstellen, in dem der gunstige Fall und S
die moglichen Falle farbig markiert wer-
den. AuRerdem soll der Baum durch den —\
\4/
S

Umkehrbaum erganzt werden.

S, 2

P(S1, wenn Kugel schwarz):l%
6 @

P(S,, wenn Kugel schwarz):E

Ankniipfend an das Vorwissen aus dem 8. Schuljahr soll jetzt das Problem mit einem Baumdiagramm

unter Verwendung der auftretenden Wahrscheinlichkeiten untersucht werden.
Ziele dabei sind: - eine Vereinfachung des Diagramms

- eine Hinfiihrung zur vereinfachten Bayes-Formel

- die Moglichkeit zur Anwendung der Iteration
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S; und sch _ 4 l l
P(S; und sc Warz)—E > >
P(S; und weiB)—i
' 16
6 ST Sz
P(S, und schwarz)=—
, 1 1 6 2
P(S, und weiR)=—
(S2 und weil) 16 2 2 8 8
S' w S w
4 4 6 2
16 16 16 16
Pfadwahrscheinlichkeiten —
4

P(S, und schwarzeKugel) 16 4
P(schwarzeKugel) 4 L6 10
16 16

P(S1, wenn Kugel schwarz)=

Die Sicherheit fiir Socke 1 betragt somit 40 %, die Irrtumswahrscheinlichkeit 60 %.

Die zusatzliche Information der gezogenen schwarzen Kugel ergibt eine gréRere Wahrscheinlichkeit
fur die Wahl der Socke.
Die Auswertung des Baumdiagramms unter Verwendung der Anzahlen fiihrt zum gleichen Ergebnis

wie die Auswertung unter Nutzung der Wahrscheinlichkeiten.

Allgemein lernen die Schilerinnen und Schiler an diesem Beispiel durch Bildung des Quotienten ahn-

lich wie bei der Laplace-Wahrscheinlichkeit eine vereinfachte Form der Bayes-Regel kennen:

P(" gunstig fir das Ereignis’ )
P(" mdglich fir das Ereignis’ )
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Weiterfiihrende Aufgaben zur Ubung

1. Erstelle zu dem bearbeiteten Problem eine Vierfeldertafel.
2. Welche anderen Falle sind mdglich? Berechne Wahrscheinlichkeit und Irrtumswahrscheinlichkeit.

3. Verandere die Zusammensetzung der Kugeln in den Socken und bearbeite dieses Problem.

Mdogliche weitere Vorgehensweise

e Verbesserung der Prognosesicherheit bzw. Verminderung der Irrtumswahrscheinlichkeit durch
Wiederholung des Experimentes (Iteration mit oder ohne Zurlicklegen)

e Durchfiihren eines ahnlichen Experimentes mit drei Socken (Schranken, Maschinen, ...)

190



Arbeitsblatt: Analyse eines Schnelltests zum Erkennen einer seltenen Krankheit

Bei Infektionskrankheiten ist es wichtig, dass man schnell die Art der Krankheit er-
kennt, damit man sie bekampfen kann. Hierzu fuhrt man Schnelltests durch, die al-
lerdings Mangel haben: manchmal wird eine Krankheit angezeigt, obwohl sie nicht

vorliegt; gelegentlich wird ein Krankheit nicht angezeigt, obwohl sie vorhanden ist.

129 von 15748 untersuchten Personen haben eine seltene Krankheit. Bei 118 der
129 Personen, die tatsachlich krank sind, wird die Krankheit mit dem Testverfahren
auch erkannt. Bei 412 der restlichen 15619 Personen, die nicht erkrankt sind, weist

das Testverfahren falschlicherweise dennoch auf das Vorliegen der Krankheit hin.

In der Schule wird ein solcher Test durchgefiihrt. In welche Situation kannst du als

teilnehmende Person kommen?

Muss sich eine positiv getestete Person grof3e Sorgen machen. Kreuze auf der Skala
an:

grofl3e Sorgen mittlere Sorgen keine Sorgen

Fulle folgende Tabelle aus und versuche, deine Einschatzung zu bestéatigen oder zu widerlegen.

positiv getestet negativ getestet Summe

krank

gesund

Summe
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4.6 Schatzen und Berechnen von Bayes-Wahrscheinlichkeiten

Auf der Basis des heuristischen Wahrscheinlichkeitsbegriffs (Wahrscheinlichkeiten als bestmdgli-
che Prognosen relativer Haufigkeiten in langen Versuchen) sollen die Schilerinnen und Schiler

Wabhrscheinlichkeiten vor und nach bekannt gegebenen Zusatzinformationen schatzen und an-

schlieRend die Gute ihrer Schatzungen durch Rechnung Uberpriifen.

Unterrichtsorganisation: Dauer der Unterrichtseinheit:
Partnerarbeit, Gruppenarbeit ca. 6 Unterrichtsstunden

Besondere Materialien: Notwendige Vorkenntnisse:
Graphikfahiger TR, Tabellenkalkulation Baumdiagramme, Pfad- und Summenregel

Gliederung

4.6.1  Motivation zur Beschéaftigung mit Bayes-Statistiken 193
4.6.2  Darstellung von Informationen mithilfe von Baumdiagrammen und Mehrfeldertafeln 194
4.6.3  Experimentieren und Schatzen von Wahrscheinlichkeiten 196
4.6.4  Berechnung von Bayes-Wahrscheinlichkeiten 200
4.6.5  Arbeitsblatt 1: Experimentieren mit Gummibarchen - Entscheidung unter Unsicherheit 204
4.6.6  Vorschlag fir eine Klassenarbeitsaufgabe zur Bayes-Statistik 210
4.6.7  Literatur 211
4.6.8  Kontakt 211

4.6.1 Motivation zur Beschaftigung mit Bayes-Statistiken

1. Zu Beginn der Unterrichtseinheit kann - je nach Lerngruppe und Vorliebe der Lehrkraft - die

Analyse der Aussagen vorgelegter Zeitungsartikel stehen.

Sie soll dazu dienen den Schilerinnen und Schilern vorzustellen, dass sie in der folgenden
Unterrichtseinheit beféhigt werden sollen, real existierende Problemstellungen in Teilprob-
leme zu zerlegen und Werkzeuge ,an die Hand zu bekommen*, mit denen sie damit zu-
sammenhangende Fragen prazise und begriindet beantworten kénnen.

Es ist aber auch mdglich, direkt Gber Spiele den Einstieg zu gestalten und spéater reale An-

wendungsaufgaben zu behandeln.
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zu 1.

Zeitungsartikel:

e Stoiber-Weisheit" zu Heroinabhangigen (s. u.)

e Panikreaktionen nach positiven Testergebnissen bzgl. unheilbarer Krankheiten
e ,Zahnpasta-Doping"

e Klassenzusammensetzungen mit/ohne Alkoholerfahrung

e ,Viele Jugendliche ohne Hauptschulabschluss*” (s. u.)

e ,CDU/CSU kann sich auf altere Wahler verlassen (s. u.)

Heftiger Streit um Legalisierung von Drogen

Vor einigen Jahren fand die bayrische Polizei in einer statistischen Erhebung, dass 60 %
der Heroinabhangigen Haschisch geraucht hatten, bevor sie heroinabhangig wurden. Der
bayrische Innenminister (Anm.: Edmund Stoiber) betrachtet das als Beweis dafiir, dass Ha-
schisch eine ,Einsteigerdroge" ist. Wenn jemand Haschisch raucht, so argumentiert er, wird

er spater (ungefahr mit einer Wahrscheinlichkeit von 60%) als Heroinabh&éngiger enden.

Mittelbayrische Zeitung vom 28.2.1992 (zitiert nach Lit. [3])

Viele Jugendliche ohne Hauptschulab- CDU/CSU kann sich auf altere Wahler ver-
schluss lassen

Am Ende des letzten Schuljahres verlie- Bei der Bundestagswahl 1994 erreichte die
Ben 291 418 Jugendliche die von ihnen CDU/CSU einen Anteil von 41.5 % der abge-
bis dahin besuchte weiterfiihrende Schu- gebenen glltigen Zweitstimmen. Diese
le, weil die Schulpflicht beendet war (hach Stimmen kamen Uberwiegend von Wahlerin-
der 9. bzw. 10. Klasse, darunter 121 174 | nen und Wahlern Uber 45 Jahren: 65 % der
Méadchen). CDU/CSU-Wahler gehoren dieser Alters-
72 443 von diesen Jugendlichen hatten | 9ruppe an. Bei den Wahlern der tbrigen Par-

davon 25 762 Madchen. 48 % des Stimmenanteils aus.

4.6.2 Darstellung von Informationen mithilfe von Baumdiagrammen und Mehrfeldertafeln
Die Beschaftigung mit derartigen Inhalten legt Schilerinnen und Schiler, die Baumdiagramme aus

Klassenstufe 8 noch nicht kennen, vermutlich eher die tabellarische Darstellung der einzelnen Anga-

ben nahe und wiirde zum Anlegen einer Mehrfeldertafel fiihren:
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Hauptschulabschluss
Schulabschluss gesamt
ja nein
weiblich 95412 25762 121174
Geschlecht
mannlich 123563 46681 170244
gesamt 218975 72443 291418

Schulerinnen und Schiuler, denen aus Klassenstufe 8 Baumdiagramme bekannt sind, wiirden vielleicht

eher ein Baumdiagramm erstellen und daraus Fragestellungen formulieren

0.787 ja 0.327  An dieser Stelle ware es
/ moglich, dass es Schiile-
weiblich rinnen und Schuler gibt, die
0.416 schon an dieser Stelle auf
/ M nein 0.089 die Idee kommen, das
Baumdiagramm in umge-
0.726 ja 0.424  kehrter Schlussrichtung
M / aufzuschreiben.
mannlich Die obige Tabelle (Vierfel-
dertafel) kénnte dazu moti-
M nein 0.160  vieren.
? weiblich 0.327 Die ~.und-Wahr-
/ scheinlichkeiten* als
mit HA Produkte der Wahr-
0.751 scheinlichkeiten
/ \ mannlich  0.424  langs der Pfade
missen mit denen
? weiblich 0.089 des ersten Baumes
m / iibereinstimmen.
ohne HA Die ,?“ erhdlt man
durch Division oder
\ mannlich  0.160  aus der Tafel.
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Die Vierfelder-Tafel ist zwischen beiden Baumen das verbindende Element. Darauf wird unter

»Berechnung von Bayes-Wahrscheinlichkeiten* weiter unten genauer eingegangen.

Beide Zugange sind geeignet, zunachst einmal kompliziertere Zusammenhange zu strukturieren und
in Teilprobleme zu zerlegen. Je nach Lerngruppe werden beide auftauchen, oder es wird nur einer
oder vielleicht auch keiner auftauchen.

Bei sehr geringer ,Ausbeute” ware es mdglich, die Zeitungsartikel im Grof3format an die Pin-
Wand im Klassenraum zu heften, so dass das Ziel der Unterrichtseinheit, namlich die Losung
der enthaltenen Fragestellungen, wéhrend der dazwischen liegenden Stunden stets optisch

prasent ist.

An dieser Stelle ware es angebracht, zumindest mdgliche interessante Fragestellungen, die sich aus
den Informationen ergeben, anzudiskutieren. Eventuell gibt es Schilerinnen und Schuler, die Vermu-
tungen anstellen, die u. U. zu diesem Zeitpunkt in der Lerngruppe noch nicht geklart werden kénnen.
Diese sollten notiert werden, damit sie spater - nach Erarbeitung des ,Werkzeuges" - wieder aufgegrif-
fen und Uberprift werden kdnnen.

Es ist aber auch mdglich, dass schon hier gewisse Fragen uber die Vierfeldertafel oder die Baume

beantwortet werden.

4.6.3 Experimentieren und Schatzen von Wahrscheinlichkeiten

Die Schulerinnen und Schuler sollen in diesem Kapitel spielerisch auf ,lebensnahe Situatio-
nen“ vorbereitet werden: Sie werden mit Aussagen/Statistiken/Glicksspielverlockungen kon-
frontiert und missen spontan und , aus dem Bauch heraus” fiir sich eine Aussage/Statistik be-

urteilen oder sich fiir oder gegen das Mitspielen im Gliickspiel entscheiden.

Die Schilerinnen und Schiler sollen intuitiv erfahren, wie sie eine Situation ohne jede Vorin-
formation einschéatzen wirden und welche Rahmenbedingungen ihre Einschétzung beeinflus-
sen.

Sie sollen insbesondere erfahren, wie das Andern der Rahmenbedingungen - zum Beispiel
durch Ergénzung zusétzlicher Informationen - ihre Einschétzung veréndert.

Anschlieend wird es nétig sein, die Giite der gemachten Schéatzungen rechnerisch zu Uber-

prafen.
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Die folgenden Beispiele kdnnen beide in Gruppenarbeit bearbeitet werden. Es ist aber auch méglich,
das erste Beispiel mit den Schiilerinnen und Schillern gemeinsam zu erarbeiten, um ihnen einen Ein-

blick in die anschlieend anzuwendende Methode zu geben.

Beispiel 1 (vgl. Lit. [1], S. 66, E 1)

Ein Eisenwarenhandler erhalt eine Lieferung von 2 Kisten mit Schrauben. Die Kiste mit Schrauben der
Qualitat A enthalt 10 % Ausschuss, die Kiste der Qualitat B enthélt 30 % Ausschuss.

Beim Transport sind die Schilder auf den Kisten, die die Qualitdten A bzw. B kennzeichnen, bescha-
digt worden, so dass nicht klar ist, welche Kiste welche Qualitat enthalt.

Da die Anzahl der Schrauben in den Kisten sehr grof ist, ist es unméglich, alle Schrauben zu priifen.

a) Was meint Ihr zu der Idee, die eine Kiste einfach mit | prope | Defekte | A B
»A" oder aber ,B" zu beschriften?
b) Der Eisenwarenhandler entnimmt der Kiste eine Pro- - - % %
be von 10 Schrauben, von denen eine defekt ist. -
Wie soll er sich jetzt entscheiden? 1 1
c) Der Auszubildende des Eisenwarenhandlers meint, 2 0
er misse nur oft genug ziehen, um sicher die Quali-
tat der Schrauben bestimmen zu kénnen. 3 >
4

Nach mehrmaligem Ziehen hat er sich entschieden, die Kiste mit ,,Qualitat A“ zu beschriften.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat er sich geirrt?

d) Die 10 Schrauben werden zuriickgelegt, die Kiste durchgeriittelt, und es werden wiederum 10
Schrauben entnommen, von denen keine defekt ist. Diskutiert, mit welcher Wahrscheinlichkeit die
Schrauben jetzt aus ,Kiste A“ stammen.

Nach nochmaligem Zuriicklegen, Durchritteln und Ziehen sind 5 Schrauben defekt.

Was schatzt Ihr nun, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Schrauben aus ,Kiste A“ stammen?

Die Schatzwerte sollen sukzessive in die gegebene Tabelle eingetragen werden.

Weitere (theoretische) Ziehungen mit Zuriicklegen und die Auswirkung des erhaltenen Ergebnisses
auf die nachste geschéatzte Wahrscheinlichkeit kdnnen vorgenommen und diskutiert werden.

Es ist auch mdglich, die Entwicklung der geschéatzten Wahrscheinlichkeiten schon hier beim ersten
Beispiel graphisch zu visualisieren, z. B. durch einen von Hand gezeichneten Graphen oder mit Hilfe

eines graphikfahigen Rechners:
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Auf der Rechtsachse wird die Nummer der entnommenen Proben angetragen, auf die Hochachse die

geschatzten Wahrscheinlichkeiten, z. B. B (A) mit roter Farbe und B (B)in griiner Farbe.

Fur das zweite Beispiel, das die Schilerinnen und Schiler anschlieRend selbststéandig in Gruppen be-

arbeiten sollen, ist die Visualisierung der Entwicklung der Schatzwerte von vorn herein vorgesehen.

Beispiel 2

Es gibt zwei gleiche und nicht durchsichtige Titen 1 und 2.
Tlte 1 enthalt 3 rote und 7 gelbe Gummibarchen; Tute 2 enthalt 6 rote und 4 gelbe Gummibarchen.
Eine Tute wird gewéhlt und ein Gummibé&rchen wird enthommen.
Gefragt ist die Wahrscheinlichkeit, mit der das gezogene Gummibarchen aus Tute 1 bzw. Tite 2
stammt, und zwar
e ohne Kenntnisse der Gummibarchenfarbe
e mit Kenntnis der Gummibarchenfarbe
e mit Kenntnis der Farbe nach mehrmaligem Ziehen eines Gummibarchens mit Zuriicklegen aus
derselben gewéhlten Tite
(vgl. Arbeitsblatt 1, Seite 203)

Mogliche Vorgaben fiir die Gruppenarbeit: eine Schulerin/ein Schiler Gbernimmt das verdeckte

Ziehen und die Bekanntgabe der Zusatzinformation ,rot", ,rot*, ,gelb* usw. Jedes Gruppen-
mitglied fillt flr sich die beiden ersten Spalten der Tabelle auf dem Arbeitsblatt aus, wobei die
»geschatzten Wahrscheinlichkeiten* in der Gesamtgruppe ausdiskutiert werden sollen. Mit der
Forderung, sich auf eine Wahrscheinlichkeit zu einigen, wird erreicht, dass die , Schatzstrate-

gie" begrindet wird.

mdgliches Gruppenergebnis

omer2u0es | Ergebnis | keitdase Tote 1 | ke, aass Tinez | bSrechete Wert
gewahlt wurde gewahlt wurde i '
vor dem Ziehen | nicht bekannt 0.5 0.5
1. rot 0.3 0.7
2 rot 0.2 0.8
3. gelb 0.3 0.7
4 gelb 0.4 0.6
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Veranschaulichung des Schéatzprozesses

Die Schilerinnen und Schuler werden angeregt, ihre geschatzten Wahrscheinlichkeiten in Abhangig-
keit von den Zusatzinformationen aus den einzelnen Zigen graphisch darzustellen, wobei auf der
Rechtsachse die Zugnummer und auf der Hochachse die P; verschiedenfarbig abgetragen werden.
Verbindet man die einzelnen Punkte, so entstehen zwei Graphen, die sich immer wieder Uberschnei-
den.

Damit erfolgt eine Visualisierung des Schéatzprozesses; andererseits wird dadurch die graphische

Darstellung von Iterationen, die spater folgen soll, intellektuell besser erfassbar.

Mogliche Lésungen sind in der ,Lésung zu AB 1* im Anhang zu finden.

Die einzelnen Arbeitsgruppen sollten lhre Gruppenergebnisse prasentieren. Im Plenum werden
Schwierigkeiten besprochen, wenn nétig, Begriindungen noch einmal formuliert und Erfahrungen aus-

getauscht.

An dieser Stelle bietet es sich an, die Begriffe

e a-priori-Wahrscheinlichkeit (, Vorher-Wahrscheinlichkeit*)

e a-posteriori-Wahrscheinlichkeit (, Nachher-Wahrscheinlichkeit*) und
e lIrrtumswahrscheinlichkeit”

zu definieren, schriftlich festzuhalten und an den durchgefiihrten Beispielen zu verifizieren.

Festigung der definierten Begriffe anhand des Beispiels 2

1. Vor dem ersten Ziehen bzw. vor Bekanntgabe des ersten Zugergebnisses ist die (erste) a-priori-
Wabhrscheinlichkeit 0.5, denn es gibt keine Informationen tber das Gummib&rchen.

2. Nach der Information ,erstes gezogenes GB ist rot* neigt man eher zu der Annahme, dass das
GB aus Tute 2 stammt, weil diese mehr rote GB enthélt als die erste Tute.
Die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit schatzen wir fir Tute 2 auf 0.7.

3. Diese Wabhrscheinlichkeit von 0.7 ist vor dem 2. Ziehen die neue, zweite a-priori-Wahrschein-
lichkeit. Es wird das zweite Mal gezogen mit dem Ergebnis ,rot".

4. Nach dieser neuen Information erscheint es noch wahrscheinlicher, dass es sich hier um Tite 2
handelt. Meine neue, dritte Wahrscheinlichkeit ist die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit, die auf 0.8
geschatzt wird. Sie wird vor dem dritten Ziehen zu meiner neuen a-priori-Wahrscheinlichkeit.

Entsprechend setzt sich die Entwicklung der geschéatzten Wahrscheinlichkeiten sukzessive fort.

Es ist zu vermuten, dass die Schilerinnen und Schiiler nun das Bediirfnis aufern, nach durch-

gefuhrten Schatzungen nun wirklich berechnen zu wollen, wie gut ihre Schatzungen waren.

199



Das gibt Anlass, sie zu beauftragen, mit den ihnen zur Verfiigung stehenden Mitteln zu versuchen, fir
das Beispiel 2 die geschatzten a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten nach Bekanntgabe des ersten Zug-
ergebnisses und anschlieRend nach Bekanntgabe des zweiten Zugergebnisses exakt zu berechnen.

Die Aufgabenstellung findet sich auf dem 1. Arbeitsblatt unten.

Mit diesem Arbeitsauftrag erfolgt der Ubergang zum néachsten Kapitel.

4.6.4 Berechnung von Bayes-Wahrscheinlichkeiten

Die den Schilerinnen und Schilern zur Problemlésung zur Verfiigung stehenden Hilfsmittel sind
e Mehrfeldertafeln und

e Baumdiagramme

1. Mehrfeldertafel fir Beispiel 2 rot | gelb | Summe

Die gesuchte erste a-priori-Wahrscheinlichkeit ist direkt Tute 1 3 7 10

3 1 Tite2 | 6 | 4 10

der Tabelle zu entnehmen: B, (Tltel) = 9°3

Summe 9 11 20

Weitere Wahrscheinlichkeiten lassen sich formulieren und recht einfach berechnen.

200



2. RuckschlieRBen Gber das Umkehren von Baumdiagrammen

2.1 Baumdiagramm , vorwarts"

3 rot
10
Tute 1
1
5 7
2 L
10 gelb
E rot
1 10
2
Tute 2
i Ib
10 ge

Das Aufstellen und Be-
schriften dieses ,Vor-
wartsbaumes” wird den
Schilerinnen und
Schulern kaum Schwie-
rigkeiten bereiten, auch
ohne eine Vierfelderta-

fel angelegt zu haben.

Die in Klasse 8 erlern-
ten Fertigkeiten werden
wiederholt und gefes-

tigt.
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2.2. Baumdiagramm , rickwarts

rot
9
20
11
20
gelb

NN

Mit diesem Werkzeug werden die Schilerinnen und Schiler befahigt, durch mehrmaliges Wiederholen
der Berechnungen der a-priori- bzw. a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten und Vergleich mit ihren zuvor

geschatzten Werten, die Gute ihrer Schatzungen zu Uberprufen.

Zur Festigung der Verfahrensweise und zur Verdeutlichung grundlegender Iterationsideen kon-
nen die Schilerinnen und Schiler auch die Gite ihrer Schatzung der dritten und vierten ,a-

Tite 1

Tlte 2

Tate 1

Tlte 2

posteriori-Wahrscheinlichkeit" rechnerisch tberprifen.

Die wiederholten umfangreichen Rechnungen mit jeweils neuer Ausgangswahrscheinlichkeit legen

nahe, ein Programm ,Bayes" fur den graphikfahigen Rechner oder fir Excel zu schreiben, mit dessen

Hilfe weitere Iterationen durchgefihrt werden kénnen.

Fertige Programme lassen sich auch aus dem Internet herunterladen.
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dass die Berechnung

durch Division erfolgt.



Das Arbeitsblatt 2 (Seite 207) enthélt eine weitere Aufgabe zum Schéatzen und Uberpriifen der
Schatzungen. Die Schilerinnen und Schuler sollen das Spiel ,Minimax“ in Gruppen spielen
und das Arbeitsblatt bearbeiten. AnschlieBend werden die Ergebnisse verglichen und bespro-
chen.

Modellieren von Bayes-Problemen

Die Stochastik lebt davon, gegebene Problemstellungen auf bekannte zuriickzufihren. Die Problem-
stellungen werden ,modelliert”. Die Schilerinnen und Schiler haben vermutlich bereits das ,Urnen-
modell“ in den vorherigen Jahrgangsstufen kennengelernt und erfahren in Klassenstufe 9, dass alle
Bayes-Aufgaben von der Struktur her demselben Modell entsprechen wie die ,Gummibarchenaufga-
be“.

Durch Hinzunahme weiterer ,Tlten“ oder Erganzung zusatzlicher Merkmalsauspragungen bleibt die
Vorgehensweise prinzipiell erhalten, doch erhdht sich die Anzahl der Felder in der Mehrfeldertafel

bzw. die Anzahl der Zweige bzw. Verzweigungen in den Baumdiagrammen.
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4.6.5 Arbeitsblatter

Arbeitsblatt 1: Experimentieren mit Gummibéarchen - Entscheidung unter Unsicherheit

Es soll folgendes Experiment betrachtet werden:

In zwei gleichen und nicht durchsichtigen Titen 1 und 2 befinden sich Gummibarchen. Tite 1 enthalt
3 rote und 7 gelbe Gummibarchen, Tite 2 enthélt 6 rote und 4 gelbe Gummibérchen.

Eine Schilerin wahlt eine Tlte zufallig aus und entnimmt ein Gummibarchen, zeigt es und legt es in
die Tute zurlick. Es soll nun erraten werden, welche Tute die Schilerin ausgewéhlt hat. Um die Rate-
chancen zu verbessern, wird das Experiment mehrfach durchgefihrt, wobei das Gummibéarchen na-
turlich immer aus derselben Tlite gezogen wird.

Farztz)e gre]znge- geschatzte geschatzte berechnete berechnete
Nummer GL?mmi- Wah.rschginlich- Wahlrschginlich- Wghrsq_heinlich- Wah.rschginlich-
barchens keit - Tite 1 keit - Tlte 2 keit - Tlte 1 keit - Tite 2
0 — 0,5 0,5 0,5 0,5
1
2
3
4
5
6

1. Bildet Gruppen zu je 4 bis 5 Schulerinnen/Schulern. Ein Gruppenmitglied tbernimmt das ver-
deckte Ziehen und die Bekanntgabe des Ziehungsergebnisses. Die anderen Gruppenmitglie-
der schatzen die Wahrscheinlichkeiten fir Tate 1 und 2, diskutieren und begrinden nach je-
dem Zug ihre Entscheidung und fillen schrittweise die Spalten 2 bis 4 der Tabelle aus. Wann
waurdet ihr euch fur eine der beiden Tuten entscheiden?

2. Stellt eure geschatzten Wahrscheinlichkeiten in Abhangigkeit von der Zugnummer graphisch
dar.

I geschatzte
Wabhrscheinlichkeit

Zugnummer

3. Berechnet nun die Wahrscheinlichkeit fr Tute 1 und Tute 2 nach dem ersten Zug unter der
Kenntnis der zusatzlichen Information. Vergleicht euer Ergebnis mit eurer Schatzung.

4. Uberlegt und beschreibt, wie man die nach dem ersten Zug bestimmte Wahrscheinlichkeit fiir
die Berechnung der Wahrscheinlichkeit nach dem zweiten Zug verwenden kann. Formuliert
euer Ergebnis allgemein und berechnet die Wahrscheinlichkeiten furr die Tuten 1 und 2 nach
dem zweiten, dritten und vierten Zug. Vergleicht wieder mit euren geschatzten Wahrschein-
lichkeiten.
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Programme

Das folgende Beispiel zeigt das TI-92-Programm bayesl zu dem Gummibarchen-Experiment. Die we-

sentlichen Zeilen mit den Versuchsdaten und der Berechnung der Nachher-Wahrscheinlichkeiten sind

grau markiert. Nach Aufruf des Programms mit bayes1() im Home-Bildschirm kénnen menugesteuert

die Ergebnisse des durchgefihrten Gummibarchen-Experimentes eingegeben werden. Das Pro-

gramm berechnet die zugehdrigen Nachher-Wahrscheinlichkeiten und stellt die Ergebnisse tabella-

risch und graphisch dar.

bayes1()

Prgm

CIrlo

setMode("Display Digits","Float 3")
" Vorgabe der Versuchsdaten
{"rot","gelb"}»merkmal
{.3,.6}»prot

{.7,.4}»pgelb

{.5,.5}»pfach

" Initialisierung

1»janein

O»i

{O}»nummer

{"-"}»indiz

{pfach[1]}»pfachl
{pfach[2]}»pfach2

" Iteration und Berechnung der Nachher-Wahrscheinlichkeiten (a-posteriori)

While janein=1
Dialog
Title "Feststellen des Indizes"

DropDown "Gummibarchenfarbe:",merkmal,merkgez

EndDlog
If merkgez=1 Then
pfach*prot»ppfad
Else
pfach*pgelb»ppfad
EndIf
ppfad/(sum(ppfad))»pfach
i+1»i
augment(nummer {i})»nummer
If merkgez=1 Then
augment(indiz,{"rot"})»indiz
Else
augment(indiz,{"gelb"})»indiz
Endlf
augment(pfachl,{pfach[1]})»pfachl
augment(pfach2 {pfach[2]})»pfach2
Disp augment({i,indiz[i+1]},pfach)
Pause
Dialog
Title "Auswahl"

DropDown "Noch ein Zug?",{"Ja","Nein"},janein

EndDlog
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EndWhile

" Tabellarische und graphische Darstellung
NewData gummib,nummer,indiz,pfachl,pfach2
ClrGraph

O»Xxmin

i»xmax

1»xscl

O»ymin

I»ymax

»yscl

NewPlot 1,2,nummer,pfachl,,,,1

NewPlot 2,2,nummer,pfach2,,,,4

Pause

setMode("Display Digits","Float 12")

DispG

EndPrgm

Lésungen und mogliche Ergebnisse

1.
Farbe des ge- geschéitz;e geschéitz;e berechne;e berechneye
Nummer zogenen Gummi- Wa_thrschem— Wa_thrschem— Wa_thrschem— We_lhrschem—
barchens |ICf.1.keIt - Ilcr]ken - I|c_hke|t - Ilqhke|t -
Tate 1 Tate 2 Tate -1 Tate - 2
0 - 0,5 0,5 0,5 0,5
1 rot 0,3 0,7 0,33 0,67
2 rot 0,2 0,8 0,2 0,8
3 gelb 0,3 0,7 0,3 0,7
4 rot 0,15 0,85 0,18 0,82
5 gelb 0,25 0,75 0,28 0,72
6 gelb 0,4 0,6 0,40 0,60
7 gelb 0,65 0,35 0,54 0,46
8 rot 0,6 0,4 0,37 0,63
2. Berechnete Wahrscheinlichkeit mit dem TI-92-Programm bayes1:

Fewr Fz

F4 FEw

i Far
- E Zoom|Trace|Regraph|Math|0raw

T:? 7 T

Wakhrscheinlichkeit

Tite 2
Tate 1 M-
LFESTOCH DEG ALTO FUML
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? - 7
! Tutel | =
x gelb / %

Die Schilerinnen und Schiller missen das Experiment als zweistufiges Zu-
fallsexperiment erkennen und sollen die Informationen mithilfe einer Vierfel-
dertafel bzw. von Baumdiagrammen ordnen. Eine mdgliche Losung mithilfe

der Vierfeldertafel wéare z. B.:

rot gelb gesamt
Tite 1 3 7 10
Tute 2 6 4 10
gesamt 9 11 20

Zum Versuch gehort das folgende Baumdiagramm, dass man mit der Pfadregel
bestimmen kann:

10 rot 2
1 Tite1 L—— |
2 ] 7
/ B geb | %
10
10 rot -
X Tiite 2 / 20

4 gelb 20

Um nun die Frage zu beantworten, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein rotes
Gummibarchen im ersten Zug aus Tite 1 stammt, missen die Schilerinnen
und Schiler erkennen, dass dieses Baumdiagramm hiertuber keinen Auf-
schluss gibt. Zu der Vierfeldertafel gehdrt aber auch ein umgekehrtes Baum-
diagramm. Dies wurde bereits zu Beginn der Unterrichtseinheit besprochen.

Man erhéalt dann:

? Tutel | 3
= rot < - .
? Tute2 | %

Dabei ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten in der 1. Stufe durch Anwendung der

Additionsregel im ersten Baumdiagramm, die Endwahrscheinlichkeiten der Pfade
andern sich nicht: Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Gummibéarchen rot und aus Tite
1 ist, ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dass ein Gummibarchen aus Tlte 1 und rot

ist.
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11 Titel | £
x gelb / 20

Da sich die Endwahrscheinlichkeiten nach der Pfadregel als Produkte ergeben, kann
man also umgekehrt die gesuchten Wahrscheinlichkeiten als Quotient aus Endwabhr-
scheinlichkeit des Pfades und der Wahrscheinlichkeit auf der 1. Stufe berechnen.

Daraus ergibt sich (vgl. auch die Tabelle zu Aufgabe 1):

Tutel | 2

Tite2 | 5

[~ w/\p

i\ Tute2 | %

Diese Wahrscheinlichkeiten bzw. relativen Haufigkeiten ergeben sich auch durch

Auswertung der entsprechenden Spalten in der Vierfeldertafel.

An dieser Stelle kénnen nun die Begriffe Vorher- und Nachher-Wahrscheinlichkeit
(a-priori und a-posteriori), Irrtumswahrscheinlichkeit und die Methode von Bayes zur

Berechnung der Nachher-Wahrscheinlichkeit eingefiihrt werden.

Die Berechnung erfolgt analog Aufgabe 3. Dabei werden die zuvor berechne-
ten Nachher-Wahrscheinlichkeiten bei einer neuen Berechnung als Grundlage,
d. h. als Vorher-Wahrscheinlichkeiten, zur Berechnung der neuen Nachher-
Wahrscheinlichkeit verwendet. Die gerundeten Ergebnisse sind in der Tabelle

zu Aufgabe 1 dargestellt.

Die Wahrscheinlichkeiten nach den weiteren Zigen lassen sich auch mit Hilfe eines
Computer- bzw. Taschenrechnerprogramms berechnen, z. B. mit Excel oder fur den
T1-92 mit dem Programm bayes1.

Das Programm lasst sich durch Abwandlung des Modells, inshesondere der grau
markierten Zeilen im Quellcode, auch auf andere Problemstellungen tbertragen. Ein

Beispiel dafur stellt das TI-92-Programm bayes?2 dar.



Arbeitsblatt 2: Das Spiel ,Minimax"* - Entscheidung mit Computerhilfe

Fur das folgende Experiment in Partnerarbeit bendtigt ihr:

e zwei verschiedenfarbige Wirfel, z. B. rot und weif3 '
e drei Karteikarten, die mit den Worten rot, Minimum und ‘

Maximum beschriftet werden .
e den TI-92 mit dem installierten Programm bayes2 oder ei- ./ 0’

nen PC mit Programm zur Bayes-Statistik

Das Spiel verlauft folgendermaf3en:

Eine Spielerin, z. B. Maria, wirft beide Wirfel gleichzeitig. Als Ergebnis wird entweder stets die Au-
genzahl des roten Wiirfels (Regel ,rot*) oder stets die kleinere der beiden Augenzahlen (Regel ,Mini-
mum®) oder stets die grol3ere der beiden Augenzahlen (Regel ,Maximum®) genannt. Die Regel nach
der die Augenzahl genannt wird, wird vorher durch das zuféllige Ziehen einer der drei Karten festge-
legt.

Der Spielpartner, z. B. Laurent, kennt die gezogene Karte und damit die festgelegte Regel nicht. Er
soll auf Grund von Indizien eine Entscheidung Uber die Regel treffen, nach der Maria die Augenzahl

nennt.

Die folgende Tabelle gibt die Wahrscheinlichkeiten an, mit der die Augenzahlen nach den obigen Re-

geln genannt werden:

Augenzani 1 2 3 4 5 6
Regel ,rot* < 2 1 1 1 1
Regel ,Minimum* a4 = % = 2 E
Regel ,Maximum® * 2 2 L 2 u

1. a) Bestatige die in der Tabelle angegebenen Wahrscheinlichkeiten.

b) Angenommen Maria wirfelt zweimal mit beiden Wurfeln. Sie nennt nacheinander die Au-
genzahlen 4 und ,5"“. Berechne die Nachher-Wahrscheinlichkeiten fur die drei Regeln.
Kontrolliere mit dem TI-92-Programm bayes2 bzw. einem PC-Programm.

2. Fuhrt das Experiment in Partnerarbeit durch. Einer tlbernimmt dabei ,Marias" Rolle. Der Part-
ner dbernimmt ,Laurents” Rolle und versucht, mithilfe des Programms bayes2 die benutzte
Antwortregel mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit kleiner als 0,2 herauszufinden. Schatzt dabei
nach jedem Indiz zunéchst die Wahrscheinlichkeit.

Wie viele Fehlentscheidungen hattet ihr bei 10 Durchfihrungen des Experiments?
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4.6.6 Vorschlag fur eine Klassenarbeitsaufgabe zur Bayes-Statistik

Eine Pharmafirma entwickelte eine Testflis- ?
sigkeit, um ein neues Dopingverfahren zu er-
kennen. Untersuchungen ergaben folgende

Gltekriterien des Tests:

(A) st ein Sportler gedopt, so kann dies mit 96 %iger Wahrscheinlichkeit erkannt werden.

(B) st ein Sportler nicht gedopt, so kann dies mit 94 %iger Wahrscheinlichkeit bestatigt werden.

Ferner geht der nationale Sportverband davon aus, dass 2 % der Sportler das neue Dopingverfahren

anwenden.

Bearbeite die folgenden Fragestellungen, indem du die Modellierung dieses Problems auf ein

dir bekanntes zurickfuhrst und die dort angewandten Verfahren und Programme abwandelst

und anwendest.

a) Untersuche, ob zwei positive Testergebnisse geniigen, um mit mindestens 90 %iger Sicherheit ei-
nen Sportler als gedopt zu entlarven.

b) Kann eine héhere Sicherheit des Testverfahrens eher Uber eine Steigerung der Trefferquote (A)

oder eine Steigerung der Ausschlussquote (B) erreicht werden?

Anmerkung: Den Schilerinnen und Schilern soll bei der Bearbeitung ein bekanntes und zuvor be-

sprochenes Programm zur Verfligung stehen, z. B. auf dem TI-83, TI-92 oder PC (Excel).
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Losungsskizze

a) Modellierung des Problems gemafd des Gummibarchen-Experimentes:

Gummibarchen-Modell Dopingtest-Modell
Ausgangswabhrscheinlichkeit fir Tutenwabhl Dopingwahrscheinlichkeit
P(Tute 1) P(Tute 2) P(gedopt) P(nicht gedopt)
0,5 0,5 0,02 0,98
Tite 1 Tite 2 P(gedopt) P(nicht gedopt)
3 rote 6 rote 0,96 Test positiv 0,06 Test positiv
7 gelbe 4 gelbe 0,04 Test negativ 0,94 Test negativ

Die Rechnung mit einem Programm liefert:

Testanzahl | Indiz |  P(gedopt) | P(nicht gedopt)
0 - 0,020 0,980
1 Test positiv 0,246 0,754
2 Test positiv 0,839 0,161
3 Test positiv 0,988 0,012

Es mussen mindestens drei positive Tests durchgefihrt werden, damit der Sportler mit mindestens
90 %iger Sicherheit als Dopingsiinder entlarvt wird.

b) Erhoht man die Trefferquote (A) z. B. um 2 %, dann werden auch mindestens drei positive Tests
bendtigt. Die Wahrscheinlichkeiten P(gedopt) &ndern sich kaum.
Erhéht man dagegen die Ausschlussquote (B) um 2 %, kann bereits nach zwei positiven Tests mit

ca. 92 %iger Sicherheit auf einen gedopten Sportler geschlossen werden.

4.6.7 Literatur

[1] Cukrowicz, J., Zimmermann, B. (Hrsg.): Mathenetz 9, Ausgabe N. Westermann Verlag, Braun-
schweig 2001.

[2] Lambacher Schweizer: LS 9, Ausgabe Nordrhein-Westfalen. Klett Verlag, Stuttgart 2001. Aufgabe
5, S. 194,

[3] Anregungen zum Stochastikunterricht. Franzbecker Verlag, Hildesheim.

4.6.8 Kontakt

Ute Hilmer-Gabcke u.hilmer@gabcke.de
Ralf Kreibohm r.kreibohm@t-online.de
Klaus Sibum KlausSibum@t-online.de
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5 Bernoulliketten und Alternativtests

Hinweise

Der folgende Auszug aus den Rahmenrichtlinien macht deutlich, dass Bernoulliexperimente im Mittel-
punkt dieser Unterrichtseinheit stehen. Ohne Vertiefung der Kombinatorik kdnnen die Binomialkoeffi-
zienten als Anzahl von Wegen im Baumdiagramm aufgefasst werden. Die Durchfiihrung einfacher Al-
ternativtests basiert auf der Bernoulliformel. Insofern eréffnet sie einen ersten Einblick in das Testen
von Hypothesen. In den drei folgenden Unterkapiteln ist dieser Zugang in unterschiedlicher Weise in
Unterrichtseinheiten umgesetzt worden.

Zentraler Gedanke im Kapitel 5.2 ist die Zusammenflihrung von Binomialverteilung und Alternativtest
in einem komplexen Einstiegsbeispiel.

Im Kapitel 5.3 steht ein im Klassenverband durchgefiihrter Multiple-Choice-Test im Vordergrund. Die-
ser Beitrag enthalt zahlreiche Hinweise zum Einsatz eines grafikfahigen Rechners.

Die Durchfiihrung eines Geschmackstests steht im Mittelpunkt von Kapitel 5.4 Die vorgeschlagene

Unterrichtseinheit deckt alle im Baustein 3.3.2 aufgefiihrten Inhalte und Verfahren ab.

Kontakt

Werner Hellberg W.Hellberg@t-online.de
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5.1 Rahmenrichtlinien - Baustein ,Bernoulliketten und Alternativtests*

Bei der Auswahl von stochastischen Experimenten und Erhebungen sollen die Spezialfdlle, die sich
als Bernoulliexperimente oder Bernoulliketten modellieren lassen, im Mittelpunkt stehen. Wie auch bei
den bereits in den Klassen 7 und 8 behandelten Laplace-Experimenten bieten sie die Mdglichkeit zur
Berechnung der Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen. Dartber hinaus erdffnen sie einen ersten Ein-

blick in das Testen von Hypothesen.

Mithilfe von Baumdiagrammen ermittelt man die Anzahl der Wege mit bestimmten Eigenschaften und

organisiert diese im Pascaldreieck. Das fuhrt zu den Binomialkoeffizienten (nj als Anzahl der Mog-

k

lichkeiten, k aus n Elementen auszuwahlen. Die Binomialkoeffizienten und die Binomialverteilung
kénnen direkt mithilfe des Rechners bestimmt werden, der Schwerpunkt soll auf der Mathematisierung

der Probleme liegen. Die Kombinatorik soll nicht vertieft werden.
An geeigneter Stelle sollen Bernoulliexperimente simuliert werden.

Die Durchfihrung einfacher Alternativtests basiert hier auf der Bernoulliformel. Damit erfolgt ein Ein-
stieg in die beurteilende Statistik, die erst in der Sekundarstufe Il vertieft werden soll. Die Interpretati-

on der Fehler mit ihrer Bedeutung fir die Praxis soll angemessen berticksichtigt werden.

Inhalte und Verfahren Hinweise
Bernoulliexperimente und Bernoulliketten VERNETZUNG
Anzahl der Wege im Baumdiagramm mit genau k| Termstrukturen
Treffern Muster im Pascaldreieck
Binomialkoeffizient Binomische Formeln (3.2.6)
Pascaldreieck Potenzen
Simulation mit Zufallsziffern oder Galton-Brett Sierpinski Dreieck (3.2.4)

Wahrscheinlichkeiten in Bernoulliketten
DIDAKTIK/METHODIK

Modellierung

Simulation unter Rechnereinsatz

Alternativtests
Hypothesen und ihre Wahrscheinlichkeiten
Fehler und ihre Wahrscheinlichkeiten

Interpretationen von Fehlern ERWEITERUNGEN

,Lotto-Problem* als Abgrenzung zum Ziehen
mit Zurlcklegen

(aus: Niedersachsisches Kultusministerium: Rahmenrichtlinien fir das Gymnasium, Schuljahrgange 7-10, Ma-
thematik. Anhérfassung 2002, Seite 27)
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5.2 Bernoulliketten und Alternativtests

Ziele und Beschreibung der Unterrichtseinheit

Anhand eines einfach strukturierten Einfihrungsbeispiels werden alle Inhalte dieser Unterrichtseinheit
angesprochen und zunachst intuitiv im Schilerverstandnis verankert, um dann spater mithilfe weiterer,

kirzerer Beispiele mathematisch geordnet zu werden.

Zentraler Gedanke ist, dass in einem komplexen Einstiegsbeispiel Bernoulliketten, die Binomialvertei-
lung und die Fragestellungen der Hypothesentests gemeinsam angesprochen werden. Dabei kdnnen
Kenntnisse aus vorhergehenden Bausteinen der Stochastik reorganisiert werden. Wahrend des Unter-
richtsgangs erweist sich die Binomialverteilung als notwendiges Werkzeug zur Beantwortung entste-
hender Fragen. Eine getrennte, aufeinanderfolgende Behandlung von Bernoulliketten und Hypothe-
sentests ist auch mdglich. Das ganzheitliche Vorgehen vermeidet ein Lernen auf Vorrat; das Modellie-

ren als mathematisches Verfahren steht im Vordergrund.

Dargestellt werden die ersten 9 Stunden der Unterrichtseinheit.

Besondere Materialien/Technologie: Dauer der Unterrichtseinheit:

GTR 15 Unterrichtsstunden

Gliederung

5.2.1  Einstieg und Entwicklung von Fragestellungen (1.-2. Stunde) 215
5.2.2  Erarbeitung der Binomialverteilung (3.-6. Stunde) 216
5.2.3  Hypothesentests - Fehlerwahrscheinlichkeiten (7.-8.Stunde) 219
5.2.4  Ubungen und Vertiefungen (Anregungen fiir die 9.-15. Stunde, nicht ausgearbeitet) 221
5.2.5 Anlage 0 - Vorschlag eines Einstellungstests 222
5.2.6  Anlage 1 - Durchfihrungsvariante 224
5.2.7  Anlage 2 - Vorschlag fur eine Klassenarbeit 226
5.2.8  Anlage 3 - Hinweise zur Nutzung des TI-83 227
5.2.9 Literatur 229
5.2.10 Kontakt 229
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5.2.1 Einstieg und Entwicklung von Fragestellungen (1.-2. Stunde)

Zur Wahl des Einstiegsbeispiels

Wir haben ein Beispiel gewahlt, dass unseres Erachtens

e einen lebensweltlichen Bezug zur Schilerin/zum Schuler einer 10. Klasse hat
e organisatorisch leicht durchfiihrbar ist

e (gleichbleibende Trefferwahrscheinlichkeiten ungleich ¥z beinhaltet

1. Stunde

Einstieg

Durchfuhrung eines Einstellungstests mit 20 Fragen zur Allgemeinbildung, um Bewerber auszuwah-
len, die am weiteren Verfahren teilnehmen (Beispiel: sieche Anlage 0).

Die ausgefiillten Testbégen werden eingesammelt, ohne sie an dieser Stelle auszuwerten.

Entwicklung von Fragestellungen durch die Schilerinnen und Schiler

Da es sich um eine offene Aufgabenstellung handelt und verschiedene Denkansatze wiinschenswert
sind, bietet sich hier eine Gruppenarbeitsphase an.

Wie sollte aus Sicht der einstellenden Firma der Test ausgewertet werden?

Wie geht die Firma mit dem Testergebnis um?

e Der Bewerber sollte 80% (90%, ...), 2/3, mehr als die Halfte der Fragen richtig beantwortet haben.
e Die ,n-Besten® sollen ausgewahlt werden.

¢ Kann die Firma sicher sein, die richtigen Bewerber ausgewahlt zu haben? Schilerantworten kon-

nen auch anderer Aspekte berlcksichtigen: Mannerquote, ... .

Vorstellung der Gruppenergebnisse, Phase des Ordnens, Strukturierens

Bedeutung der Antworten flr unsere Klasse: ,Wie viele von euch wirden den genannten Kriterien ent-

sprechen?*

Hausaufgabe

»Wie ist nach eurer Vermutung der Test ausgefallen? Stellt einen mdglichen Versuchsausgang dar!

Stellt dabei auch die Hintergrinde eurer Vermutungen dar.”
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2. Stunde

Prasentation méglicher Verteilungen als Tabelle oder Histogramm

Beispiele:
Fi:L4:.LB
3 E pry
. —r— [
min=Y i A
max<A n=4
o In den Beispielen kdnnen sowohl die Bereichsbreiten als auch die

erwarteten Trefferquoten erheblich differieren. Im Unterrichtsge-
sprach Uber die prasentierten Verteilungen kann sich die Frage
nach dem Abschneiden eines ,Null-Wissers®, der rein zufallig die

Antwortmoglichkeiten ankreuzt, stellen. Sollte sich diese Frage

g 111

lungstest auf japanisch) provoziert werden. Simulationen mit Wirfeln, einem GTR oder einem Tabel-

nicht ergeben, kann sie mittels eines ,Exotentests” (z. B. Einstel-

lenkalkulationsprogramm kénnen zusatzlich durchgefiihrt oder auch als Hausaufgabe gestellt werden.

5.2.2 Erarbeitung der Binomialverteilung (3.- 6. Stunde)

3.+4. Stunde

Ermittlung der Verteilung fur einen ,Null-Wisser” - Vorbereitung der Binomialverteilung

Es ist notig, die Anzahl der Fragen auf hochstens 5 zu reduzieren, um eine Berechnung der Einzel-
wahrscheinlichkeiten mithilfe der Pfadregel zu ermdglichen, so dass die aus vorhergehenden Baustei-

nen bekannten Mdglichkeiten des Baumdiagramms genutzt werden kénnen.

Arbeitsauftrage

Ermittle die Einzelwahrscheinlichkeiten, 0, 1,....,5 Treffer zu erzielen.
e Systematisches Abzahlen und Uberlegen
e Erkennen von Symmetrien

e Hinterfragen der Ergebnisse durch eigensténdiges Uberpriifen (z. B. geeignete Summenbildung)
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Hausaufgabe
Erweiterung auf 6 Fragen (Zeichnung, Rechnung, Auswertung in Gruppenarbeit)

Spatestens bei der Besprechung der Hausaufgabe werden die oben genannten Aspekte in der ge-

samten Klasse besprochen.

Verallgemeinerung fiir n Fragen, Formel der Binomialverteilung:

(n) wird verwendet als Kurzschreibweise fir die Anzahl der Pfade, die bei n Wiederholungen zu k

Treffern fihren, ohne den Term exakt Uber Fakultaten zu definieren.

f/ \
/\ f/\
vV NG N N TN
K N N ™ K T N K
VAR, * WA WA* /N AWA*AAA VAR VTARRNAY

Das Abzahlergebnis kann mithilfe des Pascalschen Dreiecks verdeutlicht werden:

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4\_/ 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Das Beispiel - es gibt 10 Pfade, die zu 2 Treffern bei 5 Fragen flhren - wird mithilfe der Sterne ver-
deutlicht.
Zum Abzahlen der Wege bietet sich auch das Galtonbrett an.

k n-k
1 2
Wahrscheinlichkeit entlang eines Pfades mit k Treffern: [gj (gj
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-qc_l

Histogramm firn =5, p = 1/3

5.+6. Stunde

Insgesamt erhalt man eine lteration zur Berechnung der gesuchten Wahrscheinlichkeiten, d. h., es

wird nicht mit Fakultaten gearbeitet.

Das Abzahlen der Pfade im Baumdiagramm ist aus Griinden der Ubersicht héchstens bis n = 5 sinn-
voll. Die Anzahl der Pfade bei héheren Versuchszahlen kann mithilfe von Aussagen der folgenden Art

gewonnen werden.

Um bei 6 Versuchen 3 Treffer zu erhalten, gibt es zwei Mdglichkeiten: Man hat schon bei 5 Versuchen
3 Treffer und dann eine Niete oder man hat bei 5 Versuchen erst 2 Treffer und dann einen weiteren
Treffer. Mit Aussagen dieser Art wird das induktive Vorgehen am Pascalschen Dreieck erarbeitet und
verdeutlicht. Die Schritte von 6 nach 7, 7 nach 8§, ...... , 19 nach 20 werden nicht mehr einzeln durchge-

fuhrt, sondern die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten erfolgt tiber die nun gefundene ,Formel* fir

n
die Wahrscheinlichkeiten bmp’k :[k

]- p" -(1— p)nfk und wird dann dem GTR oder einem anderen

Werkzeug Uberlassen.
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Die Erzeugung eines Histogramms fiir n = 20, p = % ist nun leicht mdglich:

]

Hier bieten sich Ubungs- und Hausaufgaben an, die analoge Betrachtungen an Tests mit einer ande-
ren Anzahl von Antwortmdglichkeiten beinhalten, so dass sich andere Trefferwahrscheinlichkeiten er-

geben, z. B. p = 0,2 bei 5 mdglichen Antworten.

5.2.3 Hypothesentests - Fehlerwahrscheinlichkeiten (7.-8. Stunde)

7. Stunde

Der Vergleich mit den ,per Spekulation® erzeugten Gruppenergebnissen aus Stunde 2 provoziert die
fur die Hypothesentests entscheidende Frage: Wann ist ein Bewerber besser als ein ,Null-Wisser“?
Die Festlegung einer Bereichsgrenze flr den ,Null-Wisser® (vielleicht 15?) muss mit den Schiilerinnen
und Schulern eroértert werden. Hierbei ist der Begriff Erwartungswert nicht notwendig, die intuitive Vor-
stellung ist ausreichend. Es stellt sich jedoch die Frage, wie sicher dieser Bereich ist:

= 1. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird ein ,Rater” falschlicherweise als ,Wisser” eingestuft?

= 2. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird ein ,Wisser” falschlicherweise als ,Rater” identifiziert?
Fehlerberechnungen in beide Richtungen sollten anschlieffend durchgefiihrt werden.

An dieser Stelle sollte zunachst die Prasentation der urspriinglichen Versuchsergebnisse (anonym)
erfolgen. Jede Schiilerin/Jeder Schiler kann nun Uberprifen, mit welcher Wahrscheinlichkeit das ei-
gene Ergebnis allein durch Raten erzielt werden kann. Die Antwort kann z. B. mit dem Rechnerbefehl

TRACE am Histogramm abgelesen werden.

Angenommen die Firma stuft Kandidaten mit mehr als 15 richtigen Antworten als ,Wisser® ein. Wie

grol ist der Fehler? Diese Frage fuhrt zur Addition von Einzelwahrscheinlichkeiten.

Es ist zu berechnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Rater (p = —) 16 oder mehr richtige Antwor-

w| =

ten erreicht:
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20 (20 k 20-k
p(k>15) = Z(k ](%j [gj ~ 0,0025%
k=16

Somit ist fast sicher, dass der Test bei dieser Grenze als Rater nicht bestanden werden kann.

Im nachsten Schritt werden die tatsachlichen Ergebnisse der Klasse als relative Haufigkeiten im

Histogramm dargestellt und mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den ,Rater” verglichen:

K|ioj1|]2(3|4|5|6|7|8]9|10{11|12|13|14|15|16|17 |18 |19 |20

Hjo0ojo0ofo0y0|1|17j0}2}2{3|{1(4}6 520110 1]0

Das Maximum liegt jetzt bei 12 Treffern.

Geht man nun davon aus, dass ein Testteilnehmer besser als ein ,Rater” die Fragen beantworten
kann, also beispielsweise im Mittel 7 von 10 - statt beim Rater nur etwa 3 von 10 - Fragen richtig be-
antworten kann, erhdlt man eine andere Verteilung. An dieser Stelle ergibt sich Diskussionsbedarf,

denn der Wert 7 von 10 (p = 0,7) ist eine willktrliche Setzung.

Hausaufgabe

Erstellung des Histogramms fiir p = 0,7 und Vergleich mit dem Histogramm des ,Raters®.

8. Stunde
Histogramm: n =20, p = 0,7 Vergleich der Verteilungen
r —
r - oo -
y 1R - a
a a
o o
o
x a iy
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Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird nach der bisherigen Entscheidungsregel ein ,Wisser* als ,Rater”
eingestuft?

% 20 k 20—k
p(k<16)= > ‘ 0,7¢-0,3** ~76,25%

k=0

Dieses Ergebnis bedeutet, dass die Durchfallquote fiir einen ,Wisser“ zu hoch ist.

Die Schilerinnen und Schiiler werden aufgefordert, die Ursachen hierfur zu hinterfragen.

Nach einigen Erdrterungen wird sich die Idee ergeben, wenn man den Test beibehalten will, die Gren-
ze von 15 nach unten abzuandern.

Die Kriterien hierfir kdnnen unterschiedlich sein: einerseits kénnte die Grenze so festgelegt werden,
dass die besten 5 bestehen, andererseits wird der ungefahre Mittelwert der intuitiven Erwartungswerte
beider Verteilungen als neue Grenze (s. 0., x = 10) gewahlt. Der Bereich X <11 unterhalb des Histo-
gramms stellt ein Mal} fur die Wahrscheinlichkeit dar, dass ein ,Wisser® irrtimlich durchféllt. Der Be-
reich X > 11unterhalb der Punkte stellt ein MaR fiir die Wahrscheinlichkeit dar, dass ein Rater irrtim-

lich besteht.
10

20
Z(k jo,7k -0,37 ~4,796%

k=0

20 k 20—k
2

> oLV (2] ~376a%
k )(3) (3

k=11

Als Hausaufgabe sollten fur verschiedene Grenzen die jeweiligen Fehlerwahrscheinlichkeiten durch-

gerechnet und ihre Anderungen interpretiert werden.

5.2.4 Ubungen und Vertiefungen

9. Stunde und weitere Stunden

Die folgende Aufstellung bietet einige Anregungen fiir weitere Ubungsaufgaben:

e Vergleich verschiedener Binomialverteilungen unter Variation einzelner Parameter
e Variation der Eingangsidee ( =%, p=%)

e Beispiele aus Anlage 1
¢ Qualitatskontrolle

e Wirksamkeit von Arzneimitteln
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5.2.5 Anlage 0 - Vorschlag eines Einstellungstests

Teipelke-Test

a) Random online memory
1 \éVs;?bedeutet die Abkurzung ROM bei der CD- b) Read only memory
' c) Read only message
Hinter welcher Abkirzung verbirgt sich ein Compu- a) GTR
2 terprogramm, mit dem Gleichungen geldst werden b) CAS
- ”
kénnen” c) DGS
a) Weltbankprasident
3 | Welchen Posten bekleidet Kofi Annan? b) Nato-Generalsekretar
c) UN-Generalsekretar
o . . . a) 9
4 |Wie viele Lander haben eine gemeinsame Lan- 1
desgrenze mit der Bundesrepublik? b) 0
c) M
a) Brom
5 | Welcher dieser Namen bezeichnet ein Halogen? b) Bor
c) Selen
Welcher di M hielt den Fried bel a) Friedrich Ebert
elcher dieser Manner erhielt den Friedensnobel-
® | preis? b) Ludwig Quidde
c) Philipp Scheidemann
a) George Gershwin
7| Wer schrieb das Musical ,Cats*? b) Andrew Lloyd Webber
c) David Bowie
a) Eisschnelllauf
8 | Welche Sportart Gbt Anni Friesinger aus? b) Hochsprung
c) FuBball
a) Logometer
9 | Welches ist eine Langeneinheit? b) Astrometer
c) Picometer
a) Hyundai
10 | welches ist eine Computermarke? b) Atari
c) Hitachi
. Lo a) Norwegen
11 | Durch welches Land verlauft der nordliche Wende-
kreis? b) Ecuador
c) Indien
. . a) Symbiose
12 | Pflanzen produzieren Sauerstoff und Stérke aus b) Ph h
Kohlendioxid und Wasser. Wie heif3t der Vorgang? ) otosynthese
c) Thermolyse
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a) Luft
B v o™ OS850 [ ) wasser
c) Sauerstoff
a) 1789
14 | Seit wann sind die USA ein Staat? b) 1776
c) 1871
a) Oboe
15 Welches ist ein Saiteninstrument? b) Fagott
c) Bratsche
_ _ o a) Gambit
16 Ea?:?WEIChem Schachzug bewegen sich zwei Figu- b) Rochade
. c) Roulade
a) Bundeskanzler
17 Wer ist Stellvertreter des Bundesprasidenten? b) Bundestagsprasident
c) Bundesratsprasident
a) ohne Sorgen
18 Was bedeutet Sanssouci? b) leichtes Leben
c) koniglicher Herrscher
Die Displays einiger elektronischer Gerate benut- a) FKA
19 | zen Flussigkristalle. Wie bezeichnet man diese b) LCD
Anzeige? c) FKD
o _ a) Table
20 X\rlglches Programm ermdglicht Tabellenkalkulati- b) Maple
. c) Excel
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5.2.6 Anlage 1 - Durchflihrungsvariante

Der bisher dargestellte Weg geht davon aus, an einer Situation alle wesentlichen Gedanken der Un-
terrichtseinheit zu entwickeln. Falls die Sorge besteht, ob der Spannungsbogen einer Problemstellung
Uber die gesamte Unterrichtseinheit tragt, bietet es sich an, kleinere Sequenzen zu konstruieren, die
sich an den zentralen Inhalten des Bausteins orientieren:

e Abzahlen der Wege im Baumdiagramm

e Wahrscheinlichkeiten in Bernoulliketten

e Alternativtests

Abzéhlen der Wege im Baumdiagramm
Als Einstieg wird vorgeschlagen, mit der Klasse eine Sportwette auszufihren.

In der letzten Mathematik-Stunde vor einem geeigneten Wochenende wird fir 5 Sportwettkdmpfe des
bevorstehenden Wochenendes eine 5er-Wette verabredet. Dabei sollten verschiedene Sportarten be-
ricksichtigt werden, um unterschiedlichen Interessen gerecht zu werden. Jedes Klassenmitglied gibt
einen Tipp ab. Der Anreiz erhéht sich, wenn fiir die Besten der Klasse ein Gewinn ausgesetzt wird. Zu
klaren ist natlrlich vorher, was unter ,den Besten* verstanden werden soll (z. B. alle diejenigen mit

mindestens vier Richtigen).

Die Zahl der Mdéglichkeiten, vier oder funf Wettkdmpfe richtig zu tippen, 1asst sich schnell angeben. Da
auch fir andere Tipp-Ergebnisse die Zahl der Moglichkeiten gesucht werden soll, wird als Veran-
schaulichungsmittel auf das Baumdiagramm zuriickgegriffen. Wie auf Seite 217 beschrieben ist, kann
ein 5-stufiges Diagramm gezeichnet werden, in dem alle Wege mit genau zwei richtigen Tipps mar-
kiert werden. Analog erfolgt die Definition der Binomialkoeffizienten als Zahl der Wege, die bei einem

n-stufigen Versuch zu k Erfolgen fuhren.
Ubungen:

1. Die Skizze zeigt in vereinfachter Form einen
Teil des Mannheimer Stra3ennetzes. Bei S ist
eine Schule, bei B die Stadtbibliothek. Auf wie
vielen Wegen kann man von der Schule zur
Bibliothek gehen?

2. Andre und Steffi spielen Tennis gegeneinander, Steffi fihrt mit 40 : 30.

Auf wie viele verschiedene Arten kann dieser Zwischenstand erreicht werden? Veranschauliche

den Spielverlauf im Baumdiagramm.
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Wahrscheinlichkeiten in Bernoulliketten

In Schiilerkreisen durchaus bekannt ist die Sportwette ODDSET, bei der die Systemwette eine der
moglichen Varianten darstellt. Sie ermdéglicht Gewinne auch dann, wenn nicht alle Ergebnisprognosen
richtig sind. Neben anderen gibt es die Systeme ,3 aus 4“, ,3 aus 5% ,3 aus 6“, bei denen jeweils min-
destens 3 von 4, 5 oder 6 abgegebenen Tipps zutreffen missen. Es sollen die Gewinnchancen unter-

sucht werden.

Zunachst kann am Beispiel ,3 aus 4“ das Grundprinzip erarbeitet werden. In direkter Anwendung des
vorangegangenen Abschnitts 18sst sich die Zahl der Moglichkeiten fur drei oder vier richtige Tipps
nennen, hier jedoch muss eine Annahme {ber die Erfolgswahrscheinlichkeit eines Tipps diskutiert

werden. Die Klasse muss sich entscheiden, ob sie von einem ,Rater” ausgehen will oder Wissen vo-

raussetzt. Wahlt man die Erfolgswahrscheinlichkeit % so ergibt sich beim System ,3 aus 4 die Wahr-

3 1

1 2
scheinlichkeit fir drei richtige Tipps aus dem Baumdiagramm zu 4(5) [§)
Der Vorteil dieses Beispiels besteht darin, dass sich Ubungs- und auch Klassenarbeitsaufgaben aus

den verschiedenen Systemvarianten konstruieren lassen.

Alternativtests

Die ,Kronung“ der Unterrichtsreihe ist nun die Diskussion eines einfachen Testverfahrens. Hier kann
jetzt der anfangs beschriebene Test zur Allgemeinbildung durchgefiihrt werden, mit den auch oben
beschriebenen methodischen Hinweisen. Der entscheidende Unterschied ist nun, dass die uber die
Binomialverteilung erforderlichen Kenntnisse schon zur Verfliigung stehen, die konkrete Verteilung fir
einen ,Null-Wisser* selbststdndig von den Schilerinnen und Schilern aufgestellt werden kann und
Fragen nach der Bewertung des Testergebnisses unverziglich in den Blick genommen werden kon-

nen.
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5.2.7 Anlage 2: Vorschlag fiur eine Klassenarbeit

226

Basketballer Matthias Ganges (MG) hat in der Vergangenheit 70% aller Freiwurfe im Korb ,ver-

senkt”.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft er bei 10 Wirfen zehnmal?
20 10 L (10
b) Nenne die Bedeutungen der Terme , 07"-0,3°, z 0,7% - 0,30k,
14 7 =k
&, 100
Z[k JO,?k -0,3'% K in diesem Zusammenhang.
k=60

c) Berechne die Wahrscheinlichkeiten, dass MG bei 10, 50 bzw. 100 Freiwurfen jeweils genau
70% aller Freiwilrfe versenkt und erlautere, warum die zugehdérigen Wahrscheinlichkeiten ver-

schieden sind!

d) Beschreibe die Graphik, die die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen mdglichen Treffer-

zahlen beschreibt, wenn MG zwanzig Freiwirfe absolviert!

MG’s Trainer Gary Fish hat ihn mit einer speziellen Methode trainiert und behauptet, dass MG
seine Trefferquote auf 85% verbessert hat. Um die Behauptung von Fish zu testen, fihrt MG

zwanzig Freiwtrfe durch. Er erreicht bei diesen zwanzig Wrfen 16 Treffer.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hatte MG ein solches oder ein besseres Ergebnis auch ohne
Fish’s Training erreicht?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hatte MG ein solches oder ein schlechteres Ergebnis trotz ver-

besserter Trefferquote erreicht?

c) Auf Grund der erzielten Treffer wird MG’s Leistung beurteilt.

Beschreibe, welche Fehlentscheidungen dabei mdglich sind!

d) Untersuche, ob man den Leistungsstand von MG besser beurteilen kann, wenn MG bei 60

Freiwlrfen 48 Treffer erzielt!



5.2.8 Anlage 3: Hinweise zur Nutzung des TI-83

1. Berechnung und Darstellung von Binomialverteilungen
. . . . L . n k n-k
binompdf (n, p, k) berechnet die binomiale Wahrscheinlichkeit bn,p,k = K ‘p -(1— p)

binomcdf(n, p, k) berechnet die entsprechende Summenwahrscheinlichkeit von 0 bis k

Z Beispiel :
um Beispie binomPdfC2E, 8,7,
20) . ; 153
15 ?%?DmchiEE N
LTE24922211

15
2
Z( 0jo,7k 032k £76,25%

k=0 k

Die Befehle binompdf(..) und binomcdf(...) erhalt man mit 2nd DISTR 0 bzw. A.

Darstellung der Binomialverteilung fir n=20 und p= (ng Seite 219):

Flakl F Flokz
Liste L2 enthalt die Wahrscheinlichkeiten fiir jeden Wert k , den die FF_E Lo L=
Liste L3 enthalt. . .t
, o ) wlistilz
Eingabe in die Kopfzeile von L3: L3 = “seq(K,K,0,20,1)* Freq:l:z
Eingabe in die Kopfzeile von L2: L2 = “binompdf(20,1/3,L3)“
Erzeugung des Histogramms mit STAT PLOT:

2. Programm mit dem TI 83 zur Simulation eines Tests mit N Fragen, G Teilnehmern und der

Antwortwahrscheinlichkeit P

Das Programm fragt zunachst N, P und G ab und erzeugt dann die

FramBISIM :
E%THI‘{IEEEE%EHTEST in einem Histogramm dargestellte EZE%.-EI"'E
TEILHEHMERHM Auswertung.  Bei dem  dargestellten 23R
UHD DER N ; )
AHNTWORTWAHRSCH. Programmdurchlauf ergibt sich die folgende
F SIMULIERT. Verteilung fur die 30 Testteilnehmer:

Anzahl richtiger Antworten 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11

Anzahl von Testteilnehmern, die 4 1 4 8 5 5 1 1 1
diese Anzahl erreicht haben
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Dargestellt sind das zur Tabelle gehérende Histogramm und ein Histogramm nach einem weiteren

Programmdurchlauf.

Programmtext:

PROGRAM:EISIM
:0izF "ES WIRD E
IH TEST"

:0ize "MIT M FRA
GEM- 5"

ilise "TEILNEHME

:0i=F "UHO DER"

FEOGEAM:BISIM
t0i=Fr "AMNTWORTWA
HESCH. "

:0i=Fr "P SIMULIE
RT."

i Pause

:ClrHome

:Promrt H

PROGRAM:BISIM

: PromrFt

:Promet G
irandElniHaP:Eh+

i
fE*EmMLR
R B 0
-Vl |
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Erlauterungen:

Bei der Ausfiihrung des Programms erscheint zu-

nachst ein erlauternder Text auf dem Bildschirm.

Nach dem Drucken der ENTER-Taste werden nach-
einander

N

P

und G abgefragt.

Far die nachsten Programmschritte bendtigt der
Rechner einige Sekunden:

Mit RandBin erfolgt die eigentliche Simulation in Ab-
hangigkeit von N, P und G, die Ergebnisse werden in

der Liste L1 abgelegt.



PEOGEAM:EBISZIM
@AY min

18+ max
slastscl
tPlotlCHisto9ram
:L1:1:'
:0isFGErarh
rPause

5.2.9 Literatur

Mit den folgenden Befehlen wird das WINDOW ge-
eignet eingestellt.

Mit Plot1(..) wird das Histogramm erzeugt, mit
DISPGRAPH wird es auf dem Bildschirm dargestellt.

Nach nochmaligem Driicken der ENTER-Taste wird
der Programmdurchlauf beendet.

Mit Graph lasst sich das zuletzt erzeugte
Histogramm wieder anzeigen und u. a. mit TRACE

auswerten.

Die Idee zu dieser Unterrichtseinheit hat die Arbeitsgruppe dem Vortrag von Wolfgang Riemer: ,Ver-

knipfung von Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik in der Sekundarstufe 1 enthommen

(www.w.riemer.de.vu).

5.2.10 Kontakt

Glnther Baumert
Joachim Gretsch
Gudrun Képpen-Castrop
Dieter Teipelke
Siegfried Weil}

Gbaumert@t-online.de
JOGretsch@aol.com
Koeppen-Castrop@t-online.de
Dieter.Teipelke@onlinehome.de

Siegfried.Weiss@gmx.de
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5.3 Der Exotentest

An einem im Klassenverband selbst durchgefiihrten Quiz (Multiple-Choice-Test) sollen die Schilerin-

nen und Schiler die grundlegenden Ideen der Binomialverteilung und des Testens von Hypothesen

erfahren und die Ergebnisse bei ,Exotentests” (Vokabeltests in einer vollig unbekannten Sprache) be-

urteilen lernen.

Besondere Materialien/Technologie:

Testblatter, Arbeitsblatter, GTR

Dauer der Unterrichtseinheit:

6 - 7 Unterrichtsstunden

Gliederung

5.3.1  Vorbemerkung

5.3.2  Quiz (Einstiegstest)

5.3.3  Diskussion

5.3.4  Baumdiagramm

5.3.5 Vom Baumdiagramm zum Pascaldreieck
5.3.6  Binomialwahrscheinlichkeiten

5.3.7  Hinfihrung zum Hypothesentest

5.3.8  Herstellung des Histogramms mit dem TI-83 Plus
5.3.9  Auswertung des Schillertests

5.3.10 Vertiefendes Ubungsbeispiel

5.3.11 Entscheidungskriterium

5.3.12 Ubungsaufgaben

5.3.13 Literatur

5.3.14 Kontakt

5.3.15 Anlagen
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Anlage 1: Vokabeltest in Arabisch
Anlage 2: Vokabeltest in Hindi
Anlage 3: Programmquelltext

Anlage 4: Handhabung des Programms

231
231
232
233
233
234
235
235
235
237
238
239
240
240
241
241
241
242
245




5.3.1 Vorbemerkung

Bei der Ausarbeitung dieses Unterrichtsgangs haben wir uns von der Idee leiten lassen, dass ein
moglichst interessierendes Beispiel einen Spannungsbogen flir mehrere Unterrichtsstunden abgeben
sollte. Um diesen Spannungsbogen nicht zu unterbrechen, sollten keine Ubungsphasen zwischenge-
schaltet werden. Nach Abschluss des Einfiihrungsbeispiels miissen dann Ubungsphasen zur Festi-
gung des Gelernten erfolgen.

Um die Schilerinnen und Schiler zu motivieren, schlagen wir einen Einstieg mit einem Multiple-
Choice-Test vor. Quiz-Veranstaltungen genielRen zurzeit ein groRes 6ffentliches Interesse, die Aus-
wahl einer Antwort aus vorgegebenen Alternativen (Multiple-choice) ist somit fir die Schilerinnen und

Schiiler eine aus dem Alltag vertraute Form.

5.3.2 Quiz (Einstiegstest)

Zum Beispiel:

1. Von welchem Komponisten ist die Oper ,Die Zauberflote*? 0 W. A. Mozart
[1 R. Straufy

[J L. v. Beethoven

2. Was bedeuten die finf Ringe auf der olympischen Flagge? ([ die funf Gotter des Olymp
[0 die funf Ursprungsdisziplinen
[0 die funf Kontinente

3. Was ist ein Lichtjahr? 0 Zeitmal
[ Helligkeitsmaf}

[l Langenmalfd

4. Welche Stadt ist Sitz des Europaparlaments? [J Brissel

O

Luxemburg

OJ

Strassburg

5. Wie muss man seine Uhr umstellen, wenn man von Frankfurt nach New York geflogen ist?
[0 6 Stunden vor
[ 6 Stunden zurtick

[ 7 Stunden zurlick

6. Wer wahlt den Bundeskanzler? [1 Bundesrat
[J Bundesversammlung
[J Bundestag
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Der Test wird von den Schilerinnen und Schilern anonymisiert (z. B. ,Vorname der Grof3imutter mat-

terlicherseits“) durchgefiihrt, eingesammelt und zur spateren Auswertung beiseite gelegt.

5.3.3 Diskussion

Welches Quizergebnis ist ,normal“? Wie misste man vorgehen, um unsere Ergebnisse beim Wis-
senstest einschatzen zu kdnnen? Wie viele richtige Antworten sind bei einem ,Nichtwisser” zu erwar-

ten?

Auf einem zunachst leeren Arbeitsblatt stellen die Schilerinnen und Schiler Vermutungen Uber die

Verteilung der Anzahl der richtig gelosten Fragen bei einem ,Nichtwisser” auf, z. B.:

richtige 0 1 2 3 4 5 6
Antworten
Ich (%) 14 14 14 14 14 14 14
Claudia (%) 5 15 25 25 15 10 5
Fritz (%) 40 30 20 10 0 0 0
usw.

Sie tragen Vermutungen der ubrigen Schilerinnen und Schiiler (exemplarisch wie oben) ein und

stimmen ab, wessen Vermutung wohl die richtige ist. Fir obigen Fall wird untersucht:

Angenommen 100 Schulerinnen und Schuler tippen, wie Fritz vermutet. Wie viele richtige Antworten

haben diese 100 Personen dann im Durchschnitt?

Lésung: 0-40+1-30+2-:20+3-10+4-0+5-0+6-0=100, also im Durchschnitt haben 100 Leute 1 Frage rich-

tig. (Hinweis: Der Erwartungswert ist propadeutisch bekannt.)

An dieser Stelle muss deutlich werden, wie sich ein ,Nichtwisser” verhalt. Um dieses zu erfahren, bie-
tet sich die Wiederholung des gesamten Vorgehens mit dem ,Exotentest® (also einem Vokabeltest in
Hindi oder Arabisch, Anlage 1 und 2) an. Alternativ kann der Ausgangstest durch Wurfelsimulation
oder durch Programmsimulation (TI-Programm in Anlage 3) bearbeitet werden. Die Ergebnisse des

.Exotentests” bzw. der Simulation werden festgehalten.
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5.3.4 Baumdiagramm

Ziel: Am Baumdiagramm soll die theoretische Verteilung der ,Nullwisser® ermittelt werden (Binomial-
verteilung). Zur Auswertung wird das Baumdiagramm auszugsweise betrachtet, etwa wie hier - alle

Wege, die zu zwei Treffern flhren - :

1/3 2/3 > 2/3 > 2/3 > 2/3
13 » 2/3 > 23 213

2/3
\ QN B—— 213 5 213

2/3
1/3 \ U3 23
213
s 13
213

2/3

\’/113/»4[3_,
> 18

2/3 > 2/3 >
/ y 3 253y
1/

2/3
1/3 2/3 > 2/3 >

2/3 R o < < 2/3
2/3 g

13
2/3 ’
2/3 13 o3
1/ "<: 13

2/3

13 13,

2/3

5.3.5 Vom Baumdiagramm zum Pascaldreieck

Das Baumdiagramm wird vereinfacht durch Zusammenfassen der Wege mit gleicher Trefferzahl und
damit gleicher Wahrscheinlichkeit. Wichtig ist hier die Abgrenzung des Baumdiagramms der Bernoulli-
Ketten von anderen, bei denen es nicht so eine Zusammenfassung der Wege gibt. Merkmal eines
Bernoulli-Experimentes ist, dass es genau 2 alternative Ausgange je Stufe gibt, wobei die Wahr-
scheinlichkeit des gleichen Ergebnisses auf jeder Stufe gleich bleibt. Die Bedeutung der Bernoulli-
Experimente liegt darin, dass Zufallsexperimente haufig als Bernoulli-Experimente aufgefasst werden

kénnen, da man Ergebnisse zu , Treffer” oder ,Nicht-Treffer* zusammenfassen kann'.

' z. B. kann man beim Wiirfeln mit einem Wiirfel und Beobachtung des Merkmals ,Augenzahl 6 das Experiment dichotom um-
interpretieren, indem man nicht 6 Pfade betrachtet, sondern ,AZ 6 und ,Nicht AZ 6“
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Das rechte Diagramm unten gibt die Anzahl der Wege zu dieser jeweiligen Trefferzahl an. Die schritt-
weise Entwicklung des Baumdiagramms, ausgehend von einem Test mit einer Frage, sollte die Mog-
lichkeit, prinzipiell fir beliebig viele Fragen wie beschrieben vorzugehen, deutlich machen. Ohne
Kenntnis des Fakultatsbegriffs lassen sich die ,Wegeanzahlen® - also die Binomialkoeffizienten - mit
Hilfe des Taschenrechners errechnen: Etwa ,20 nCr 6 2 ergibt 38 760 Wege, die im Baumdiagramm

bei 20 abgefragten Vokabeln (Fragen) zu 6 richtigen Antworten fiihren.

3 2 1 0 usw. 1 3 3 1 usw.
Rechts ist das Pascal’sche Dreieck zu erkennen, das den Schilerinnen und Schilern méglicherweise
noch nicht bekannt ist. Der Aufbau dieses Dreiecks wird durch die Herleitung Gber Wegezahlung deut-
lich.

5.3.6 Binomialwahrscheinlichkeiten

Die Formel fur die Wahrscheinlichkeiten kann nun leicht aufgestellt werden:
n k n-k
B, (K)=| | |-P"(1-p)

(hiern=6,p = , im Baumdiagrammausschnitt® k = 2). (") sollte nicht als Formel (etwa gar

w|N

1 -
3097
kombinatorisch) hergeleitet werden, sondern nur als Abkirzung fir die entsprechenden ,Pascal-

(dreieck)zahlen® benutzt werden.

2 den Befehl ,nCr* findet man im TI-83 unter MATH—PRB-3
® Seite 233
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5.3.7 Hinfuhrung zum Hypothesentest

Es ist nun eine Entscheidungsregel festzulegen, um das Abschneiden der einzelnen Schiilerin oder
des einzelnen Schiilers beurteilen zu kénnen. Dazu ware es noétig, den Wissenstest mit ,Nullwissern®
moglichst oft durchzuflhren. Das kann der Computer oder der Taschenrechner simulieren, der TI-83
z. B. mit dem Befehl ,randBin®, wobei je ein Zufallsergebnis oder mehrere Zufallsergebnisse aus einer

binomialverteilten Grundgesamtheit angezeigt werden.

5.3.8 Herstellung des Histogramms mit dem TI-83 Plus

Uber randBin (Stufen, Wahrscheinlichkeit, Anzahl der Wiederholungen der Ziehung)4 wird eine Liste
von Zufallsziehungen aus der Binomialverteilung erzeugt5 . Diese Liste kann mit STO L, (z. B.) ge-
speichert und Uber STAT PLOT Type ,Histogramm® mit L, als Xlist und der (vorgegebenen)
Freq(uenz) 1 graphisch dargestellt werden (Meni STATPLOT-ON-HISTOGRAMM-L.—1, Meni
ZOOM-ZOOMSTAT, um die Daten automatisch anzupassen und graphisch darzustellen®).

Der Graph zeigt eine Zufallsauswahl, die mit anderen Wiederho-

lungszahlen naturlich anders aussehen kann. ry STHULATION 900 HUERKFE

Bei wiederholter Durchfiihrung der Simulationen stellt sich her-

aus, dass die Trefferzahlen von ,Nullwissern® ,fast immer” im In-
tervall [0;4] liegen und im Schnitt zwei Treffer erreicht werden;

hier liegt die Ermittiung des ,Erwartungswerts® als np (hier |I7z |zuz|z9g195|7c |16 1:':_

6-%=2) nahe. Die Schilerinnen und Schiiler kdnnten Uberrascht

sein, falls ihr vermuteter Wert stark von diesem abweicht. Das ,fast immer“ muss prazisiert werden. Es
sollte deutlich gemacht werden, dass das wegen kleiner Wiederholungswerte problematisch ist. Wie-
derholungen der Simulationen kénnten sich anschlieen. Die Auswertung der Schilertests kann jetzt

erfolgen.

5.3.9 Auswertung des Schiilertests

Bei 5 oder 6 richtig beantworteten Fragen werden sich Schilerinnen bzw. Schiler sicher nicht als

~Nullwisser” einstufen. Bei 1, 2 oder 3 richtigen Antworten werden die Schilerinnen und Schiiler wahr-

* konkret: randbin(6,3™',900) ergibt eine Liste von 900 Ziehungen; ,randbin® in MAT-PRB-7
® kann einige Zeit in Anspruch nehmen!
um die richtige Balkenbreite einzustellen: Meni WINDOW-—xscl=1

235



scheinlich feststellen, dass ihr Ergebnis sich nicht von dem eines ,Nullwissers® unterscheidet. Bei vier
richtigen Antworten ist die Einstufung nicht zwangslaufig klar: handelt es sich um einen ,Ausreiler*
der ,Nullwisser oder schon um einen ,Wisser“? Hier gelangt man zur Diskussion der statistischen
Unscharfen (Fehler 1. Art bzw. 2. Art).

Zum einen kann ein ,Nullwisser® falschlicherweise als ,Wisser* eingestuft werden. Den Schilerinnen
und Schilern sollte deutlich werden, dass die Wahrscheinlichkeit fur diesen Fehler gréf3er wird, wenn

man bei vier oder weniger richtigen Antworten noch von einem ,Wisser* ausgeht (Fehler 1. Art)7.

Sind die Probanden hingegen ,Wisser®, und stuft man sie falschlicherweise als ,Nichtwisser® ein, da
sie nur vier (oder weniger) Fragen richtig beantwortet haben, so unterliegt man einem weiteren Irrtum.
Die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Irrtum (Fehler 2. Art)® wird gréRer, je kleiner die Zahl der richtigen

Antworten ist, die zu dieser Einstufung fihrt.

Wichtig ist die Feststellung, dass sich alle Aussagen und Entscheidungen auf eine Ausgangsaussage
und nur auf diese beziehen (H,-Hypothese). Die Alternativhypothese (H,) ist hier von einer persénli-
chen Einschatzung abhangig, was man von einem ,Wisser erwartet. Ein ,Wisser” ist gegentber ei-
nem ,Nichtwisser” sicherlich schon jemand, der 90% der Antworten richtig hat. Oder reichen schon
80% oder 70% oder gar 40% zum ,Wisser*? Man sieht, dass hier eine menschliche Setzung die For-
mulierung der Alternativhypothese entscheidet. Diese Erkenntnis sollte ein wichtiges Lernziel sein.
Was berechenbar und eindeutig ist, sind die Kriterien fur einen ,Nichtwisser®, da seine Ergebnisse zu-

fallsgesteuert sind.

Die Testentscheidung basiert also auf einem Alternativtest zwischen den Kriterien fir den ,Nichtwis-

ser* (zufallsgesteuert) und den Kriterien fur den ,Wisser® (willkirliche Festlegung).
Konkret: Die Schilerinnen und Schiler sind ,,NuIIwisser“g.

Bei O richtigen Antworten muss zunachst noch einmal klargestellt werden, dass auch bei ,Nullwissern®
dieser Ausfall eher unwahrscheinlich ist. Moglicherweise ist in diesem Fall von einem ,Saboteur®, also
einem ,Wisser®, der absichtlich falsch ankreuzt, auszugehen. Nach Art eines Klassenspiegels wird
dann das Gesamtergebnis der Klasse festgehalten, der Mittelwert errechnet und mit dem Wert des

~Nullwissers® verglichen und die entscheidende Zuweisung der Klasse getroffen (Testentscheidung).

Mit dieser Auswertung ist die geflhrte Einstiegssequenz beendet. Die Klasse kann nun ein weiteres

Beispiel auf dem Rechner durchrechnen.

" auch a—Fehler oder Herstellerrisiko genannt
8 auch B—Fehler oder Konsumentenrisiko genannt
® denn sie kennen beim ,Exotentest” keine Vokabel
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5.3.10 Vertiefendes Ubungsbeispiel

Wir nehmen nun an, dass der Test 20 Fragen mit Dreifachauswahlantworten umfasst. Wie viele Fra-

gen muss jemand richtig beantwortet haben, um sich ,guten Gewissens* als ,Wisser“ bezeichnen zu

kdénnen?

Da auch Ausschnitte aus dem Baumdiagramm bei 20 Fragen nicht mehr zu handhaben sind, bietet

sich die Berechnung der binomialen Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe des Taschenrechners an. Zu-

nachst sollten einige Wahrscheinlichkeiten unter Ausnutzung der oben aufgestellten Formel berechnet

werden; im Anschluss daran wird der Taschenrechner benutzt, um direkt Uber den Befehl bi-

nompdf(n,p,k), der sich beim TI-83 im Meni DISTR-0 verbirgt, weitere Wahrscheinlichkeiten berech-

nen zu lassen. Die Ergebnisse kdnnen dann mithilfe von binompdf(n,p) Uberprift werden; dieser Be-

fehl liefert alle Wahrscheinlichkeiten als Liste (speichern!), sie kénnen als STAT PLOT dargestellt

werden.

= Erzeugt eine Liste der x-Werte 0,1,...,20 und speichert sie in L,
ab.

= Erzeugt die Liste L, der Wahrscheinlichkeiten der Binomial-

verteilung mitn =20 und p = %

= Erzeugt die Liste L3 der kumulierten (aufsummierten) Wahr-
scheinlichkeiten der Binomialverteilungm.

seo (M. M. B, 2A2+L 4

A, BEEA 1. 8808 .
birnomFrdt (2, 310

Lz

L3873 E-d (BES..

EiHDNEdFﬂEE=343+
E:

Im Menu STAT-EDIT findet man die Listen und mit den Einstellungen in STAT PLOT die Graphen:

L1 Lz i z FDHEE Flok:
T EN G N

10000 | GOS0 0053 gpat B L~ I
2. 0n Ji7e HH-- HIH |-~
Toa0gn | o4ze | a0y Ly —
comt | 4658 | 4532 dliztil
B.00g0 | 1821 | 4PEE Harai; 3+
Lziz) =. 014284611,

1% diese Liste enthalt die Werte der Verteilungsfunktion
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Es ergeben sich folgende graphische Darstellungen:

F'E:H_.F' oo F':IJH.-IZIJH +++ TTrTTTTTTTT
o o - +
a
o o I .
o a L +
— o ° : +
HaE T=.A4EFOF0Y e Ao . . = GELNFLYE -

In einem Arbeitsblatt werden die Trefferzahlen, ihre Wahrscheinlichkeiten und anschliefend die zuge-

hérigen kumulierten Wahrscheinlichkeiten festgehalten (binomcdf(n,p) liefert die entsprechende Liste).

5.3.11 Entscheidungskriterium

Diese Wahrscheinlichkeiten werden benétigt, um ein Entscheidungskriterium festzulegen, wie viele

Fragen richtig beantwortet werden missen, um als ,Wisser® gelten zu kénnen.

Berechnet man zum Beispiel F(10) — F(2) = 0,9448, dann bedeutet das, dass in fast 95 % der Falle"
ein ,Nichtwisser“ zwei bis zehn Fragen richtig beantwortet. Hat man also elf oder mehr Fragen12 richtig

beantwortet, so schatzt man sich nur in ca. 5 % der Falle falschlicherweise als ,Wisser” ein.

L1 Lz Lz 3 Lzd112-Lzc30
TR T ERR 2443
cooopn | A4ER | EZEFE |
Gooon | (1gE1 | 47EE
Zoooon | (1Bz1 | L6GLE
goooon | iygn | JB0BE
g.aann | JooB7
10000 | 0EYE :

Lz =, 962363428,

Wird eine hohere Sicherheit gewiinscht, so kann man durch Berechnung von F(11) — F(1) = 0,9837
feststellen, dass man bei richtiger Beantwortung von mindestens 12 Fragen sich in weniger als 2 %

aller Falle zu Unrecht als ,Wisser” einstufen wiirde.

" das ist die Summe aller Wahrscheinlichkeiten fiir 2< x < 11
12 weniger als 2 richtige sind nicht relevant, aber in den 5% enthalten
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5.3.12 Ubungsaufgaben

Das Pascal’sche Dreieck
1.
a) Notiere die 5. Zeile des Pascal'schen Dreiecks.
b) Was ist an folgenden Zeilen des Pascal'schen Dreiecks falsch?
(1) 1 100 4950 161700 ...... 161700 100 1
2 1 7 20 35 35 20 7 1
Beschreibe ein Experiment, zu dem folgende Zeile passt:

1 4 6 4 1

. n n
Uberprife und bestatige am Pascal'schen Dreieck die Gleichheit: (kj = [n kj .

Bernoulli-Ketten

2. Ein Multiple-Choice-Test beim Kanguru-Wettbewerb in Mathematik wird zur Ubung mit 7 Aufgaben

durchgefihrt. Fur jede Aufgabe ist eine von 5 Alternativen anzukreuzen.
a) Schatze den Ausfall bei 100 Personen, die keine Ahnung von Mathematik haben.
b) Berechne die theoretischen Werte.

c) Folgendes Ergebnis hatten zwei Klassen mit je 25 Schilern:

Anzahl der richtigen Antworten 0 1 2 3 4 5 6 7

Anzahl der richtigen Antworten Klasse A | 0 0 0 1 5 9 |10 | O

Anzahl der richtigen Antworten Klasse B | 0 6 7 8 4 0 0 0

Beurteile das Kénnen der beiden Klassen.
3. Schatze fir die folgenden Experimente die jeweilige Trefferzahl bei 100 Versuchen:
a) Werfen zweier Wurfel: Die Augensumme wird beobachtet.
b) Werfen zweier Wirfel: Das Augenprodukt wird beobachtet.

c) Werfen zweier Wirfel: Beobachtet wird, ob ein Pasch (zwei gleiche Augenzahlen) fallt.
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4. Bei einem Wirfelspiel um die gréf3te Anzahl von 6er-Wirfen werden 5 Wurfe fir ein Spiel verein-

bart. Gewonnen hat der Spieler mit den meisten 6en.
Spieler B hat noch nicht geworfen, Spieler A hat nach 4 Wirfen zweimal 6 erzielt.
Spieler B schlagt nun vor, das Spiel auf 6 Wirfe zu erweitern.

Sollte Spieler A darauf eingehen?

Alternativtest mit Binomialverteilung

5. Ein Basketballspieler hatte in der Vergangenheit eine Freiwurftrefferquote von 75 %. Um beim
neuen Verein einen Vertrag zu bekommen, trainiert er kraftig und behauptet, eine dafir vom Ve-

rein geforderte Trefferquote von 90 % zu erreichen.

Der neue Trainer lasst ihn 40 Wirfe durchfihren. Dabei erzielt der Spieler ein Ergebnis von 34

Korben.

5.3.13 Literatur
[1]1 Sonntag, R., Riemer, W.: ,Allgemeinbildungstest®. In: Mathematisch-naturwissenschaftlicher Un-

terricht (MNU) Heft 55, S. 44 ff.
[2] Sonntag, R., Riemer, W.: Der STERN-Allgemeinbildungstest. (Unveroffentlicht).

5.3.14 Kontakt

Wiltrud Berger WWBERGER@aol.com
Dr. Joachim Cordes Joachim.Cordes@t-online.de
Birgitt Godau

Christian Schutt hcschuett@t-online.de
Joachim Werner jo.werner@nwn.de
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5.3.15 Anlagen
Anlage 1: Vokabeltest in Arabisch™

1) .
{92 D Freund
Blume a
Mann -
2y b
Fe) Strauc X
'/?Ab‘ Blume a
Baum O
3 .
s s Schule
’ Lemen 0
Schiiler O
4)
L)""'"’-" Wistenfuchs O
) Kamel
Esel a
s ..
) L rona Turm 0
Palast O
Haus
Anlage 2: Vokabeltest in Hindi
1)
A Freund
E; l ﬁ ( Bruder O
Mann a
2)
-.qg Strauch ]
Blume a
* Baum
3)
%:: $ a Schule
Lemen ]
Schiiler 0
4) .
Krokodil O
Kamel &
Esel O
5)
'T.er;‘[;r Turm |
Palast O
Haus X

'3 selbstverstandlich soll der Test ohne Kreuze ausgegeben werden!
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Anlage 3: Programmaquelltext

Programm zur Simulation einer Zufallsziehung aus der Binomialverteilung und dem Testmenu

(Bemerkung: Der Kern des Programms kann und soll von den Schilerinnen und Schiilern in Einzel-
schritten mit dem GTR durchgefihrt werden, so dass er von ihnen verstanden wird. Der Rest der Pro-
grammierung dient dem Komfort und kann z. B. von befahigten Schiilerinnen und Schilern geleistet

werden, so dass das Programm zu weiteren Testbearbeitungen allen zur Verfigung steht.)

Programmlisting von , Sim1*

ClrHome:ClIrAllLists

FnOff :PlotsOff

Fix 0: 0->N: 0->P: 0->W

Lbl Q

Lbl O
Menu("AUSWAHL","BV-SIMULATION",2,"TESTEN",3,"ENDE",E)
Lbl 3

Menu("ALTERNATIVTEST","2 TEST-VT",G,"ZURUECK",Q)

Lbl 2

Menu("SIMULATION","BV-EINGABEN",A,"ZAHL DER
WDH.",B,"TABELLE",C,"GRAPH",D,"ZURUECK",0)

Lbl A

ClrHome

Disp "PARAMETER DER": Disp "BINOMIALVERT.:"

Disp " ": Input "STUFEN N=",N: Disp " "

Disp "TREFFERWAHR-": Disp "SCHEINLICHKEIT"

Input "P=",P

Goto 2

Lbl B

ClrHome: Output(2,3,"ACHTUNG !"): Output(4,1,"ZEITBEDARF:")
Output(5,1,"CA. 1-2 MIN PRO"): Output(6,1,"100 WIEDERHOL.!")
Pause

ClrHome: Disp "ZAHL DER WIEDER": Disp "HOLUNGEN"

Input "(W<1000): W="W

ClrHome

If W<200: Then: Output(2,2,"BITTE GEDULD !"): Else: Output(2,5,"BITTE")
Output(3,4,"SEHR VIEL": Output(4,4,"GEDULD !"): End
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Output(5,1,"..ICH RECHNE..."): Output(8,1,"ABBRUCH : <ON>"
If (N<=0) and (P<=0) or (W<=0): Goto F

randBin(N,P,W)->L,

Output(6,1,"ICH SORTIERE..."): SortA(L, ): seq(A,A,0,N)->L,
Output(7,1,"..BERECHNE H...")

For(B,0,N)

0->Z:

For(C,1,W): If L{(C)=B:Z+1->Z: End

Z->L3(B+1): End

Goto 2

Lbl C

If (N<=0) or (P<=0) or (W<=0) or (dim(L4)=0): Goto F

ClrHome: Fix 0

List>matr(L,,L3,[A]): Fix 2

0->M:For(K,1,N+1): Fix 0:Output(K-M,1,L»(K)): Output(K-M,5,L3(K)): Fix 2
If fPart(K/8)=0: Then: Pause: ClrHome: End

iPart(K/8)*8->M: End

Pause : Fix 0

Goto 2

Lbl D

If (N<=0) or (P<=0) or (W<=0): Goto F

Plot1(Histogram,L,,L;): PlotsOn 1

If N<46

Then:

-.5->Xmin:N+.5->Xmax: 1->Xscl: -1->Ymin

round(W/2)->Ymax: round(W/5)->Yscl

Else:

N*P-22->Xmin: N*P+22->Xmax: 1->Xscl: 0->Ymin: round(W/3)->Ymax: round(W/5)->Yscl
End

DispGraph: Trace: CoordOn: Trace

Pause: CoordOff

Goto 2

Lbl F

ClrHome: Output(3,5,"FEHLER !"): Output(5,1,"EINGABEN FEHLEN"
Pause

Goto 2

Lbl G
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ClrHome: CIrAllLists: PlotsOff

Disp "TESTFIGUREN": Disp " "

Input "ANZAHL:",N: Input "P1 =",Q : Input "P2 =",R

ClrHome

seq(A,A,0,N)->L,: binompdf(N,Q)*100->L,: binompdf(N,R)*100->L;
Plot1(Histogram,L4,L,): Plot2(Histogram,L,,L5)

If N<47:

Then: -.5->Xmin: N+.5->Xmax: 1->Xscl: 0->Ymin: 40->Ymax: 10->Yscl
PlotsOn 1,2: DispGraph

Else: If Q<R

Then: iPart((46-N*R+N*Q)/2)->M: N*Q-M->Xmin: N*R+M->Xmax: 1->Xscl
-2->Ymin: 40->Ymax: 10->Yscl

Else: iPart((46-N*Q+N*R)/2)->M: N*R-M->Xmin: N*Q+M->Xmax: 1->Xscl
-2->Ymin: 40->Ymax: End

PlotsOn 1,2: DispGraph: Pause

End

CoordOn: Trace: CoordOff

Disp "TESTWERT VOR-": 0->V: Input "HANDEN ?(1/0)",V

Lbl 1

If V=1

Then: ClrHome: Input "TESTWERT =",T: Fix 4

binomcdf(N,Q, T-1)->B: binomcdf(N,R,T)->C

ClrHome: Output(1,1,"TESTERGEBNIS:")
Output(3,2,"ALPHA-FEHLER:": Output(4,5,1-B)
Output(6,2,"BETA-FEHLER:"): Output(7,5,C):Pause

End

ClrHome: Input "NOCHMAL (1/0)?".V

If V=1: Goto 1

ClrAllLists: Fix 0: Goto 3

Lbl E

Float: Stop
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Anlage 4. Handhabung des Programms

Das Programm leistet zwei Dienste:

1. Es kann genutzt werden, um den Ausfall eines Tests mit n Fragen und k Alternativantworten fir w

.Nichtwisser® zu simulieren.

2. Fdur einen Alternativtest mit zwei Verteilungen (etwa ,Nichtwisser und ,Wisser mit einem héheren
Trefferanteil”) werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen graphisch dargestellt und die GréRe

des Fehlers 1. und 2. Art zu einem Stichprobenwert berechnet.

Bei Aufruf des Programms erscheint ein Mend, bei dem man obige Punkte 1 oder 2 auswahlen kann.

Zu 1.: Es erscheint das rechts dargestellte Mend.

Unter 1: muss man zunachst die Parameter fiir die Binomialvertei- EEH

lung (n,p) eingeben, das entspricht der Zahl der Fragen eines ZAHL DEF LDOH

Tests (n) und dem Kehrwert der Zahl der Auswahlitems (p=1/k). THEBELLE
GRAPH
ZLEUECE

N

Unter 2: gibt man die Zahl der Testteilnehmer (KlassengréfRe w)
ein. (Bei grolRer Zahl von w kann die Bearbeitung recht lange

dauern!).

Unter 3: kann man sich die Tabelle der Ergebnisse (Trefferzahl/absolute Haufigkeit der Trefferzahl)
und unter 4: deren Histogrammdarstellung ansehen. Im Histogramm kdnnen die Tabellenwerte eben-

falls mittels Cursor-Bewegung abgefragt werden. Mit 5: kommt man zum Hauptmeni zurick.

Zu 2.: Es erscheint das rechts dargestellte Meni.

Unter 1: kann man die graphische Testfigur und die FehlergroRRe fir ¥= EELIEi UEEEEI k-i! !

den Fehler 1. und 2. Art abrufen, wobei das Programm den Benutzer
durch die Eingaben fihrt.

Nach Aufruf von 1: erscheint die Abfrage der Anzahl (der Fragen des

Tests = n) sowie die Trefferwahrscheinlichkeiten eines ,Nichtwissers* TESTF IGUREM
(P1 = 1/k4, wobei k; die Zahl der alternativen vorgegebenen Antworten AMHZAHL = Z@
bedeutet, hier: eine aus k; = 4 Antworten ist anzukreuzen, also P1 = EE Z EE
0,25) und die eines ,Wissers®, die naturlich sinnvollerweise grof3er als

P1 sein muss (hier: P2 = 0,4 wird (ein-)geschatzt).

Nach Eingabe mit <Enter> erscheint die graphische Darstellung beider Verteilungen. Zur gréeren

Trennscharfe wurden hier n = 40 und p; = 0,25 und p; = 0,40 gewahlt:
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Wie man sieht, erhéht die Zahl der Fragen (n) die Trennscharfe des

e Tests. Ferner kann man am Graphen die (theoretischen) Ergebnisse fur
die einzelnen Trefferzahlen als absolute Haufigkeiten ablesen. Z. B. be-
deutet das angezeigte Ergebnis, das bei 40 Fragen bei einer durch-

EL“xiiI}LqIHM]m:u L schnittlichen Trefferquote von p, = 0,4 (,Wisser, da 4 Alternativen vorge-

geben sind: p; = 0,25) 17 richtige Antworten erwartet werden.

Hat man nun ein Testergebnis - z. B. 14 richtige Antworten - zu beurteilen, so berechnet das Pro-
gramm dafir fir die Binomialverteilung1 (n = 40, p; = 0,25 den rechts auslaufenden Flacheninhalt
(14< X, Wahrscheinlichkeit fur einen Fehler 1. Art, a—Fehler) und fur die Binomialverteilung2 (n = 40,
p2 = 0,40) den nach links auslaufenden Flacheninhalt (X < 14, Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2.

Art, B—Fehler).
Also:

Die Wahrscheinlichkeit, einen ,Nichtwisser® falschlicherweise als ,Wisser* TESTERGEEBHIS:
einzuschatzen betragt 10,3 %. Die Wahrscheinlichkeit, einen ,Wisser* HLPHT@EEHLEE:

irrtimlich als ,Nichtwisser® einzuschatzen, betragt 31,7 % .
E:ETFEIE%ELEE:

(bei Ruckfragen zum Programm: jo.werner@nwn.de)
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5.4 Binomialverteilung und Alternativtest

Es handelt sich um den letzten von vier Bausteinen zur Stochastik. Vorausgesetzt werden aus den
Klassen 7 bis 9 Baumdiagramme und Pfadwahrscheinlichkeiten. Zu erarbeiten sind hier Bernoulli-
Ketten und Alternativtests. Grundsatzlich geht es darum, den Prozess der ,Modellierung" schon in ei-
nem ausreichend komplexen, fir die Schilerinnen und Schiler méglichst motivierenden Einstiegsbei-
spiel anzulegen. Es kann deshalb nicht darum gehen, zunachst die Binomialverteilung ,.an sich" zu er-
arbeiten um sie erst anschliefend ,anzuwenden". Die Binomialverteilung findet ihren Platz als ,Ver-
gleichsverteilung" nur, wenn tatsachlich ein Test am Anfang steht. Die Frage nach der ,Vergleichsver-
teilung" tritt bei der Problembearbeitung auf und gibt dann Anlass, den Fokus jetzt deutlich auf die Bi-
nomialverteilung zu setzen. Anschliel3end kann und muss die Rickbindung an das Ausgangsbeispiel

geleistet werden.

Besondere Materialien/Technologie: Dauer der Unterrichtseinheit:

verschiedene Cola-Sorten, Becher, Strohhalme, | ca. 16 Unterrichtsstunden; unser Vorschlag deckt

~ochmecker-Plakette! die nach RRL verbindlichen Inhalte ab und bend-
evtl. Excel-Simulation, siehe 5. Stunde tigt (ohne Ubungen) 6 Unterrichtsstunden
Gliederung

5.4.1 Die ldee des Einstiegsbeispiels: Wir verleihen die ,Schmecker-Plakette* 247
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5.4.1 Die Idee des Einstiegsbeispiels: Wir verleihen die , Schmecker-Plakette"

Es geht um die Frage, ob jemand ,Experte" ist oder nicht. Ein ,Experte" kann z. B. verschiedene Cola-
Sorten (Schokoladensorten, Bio-Produkte, Dur/Moll-Tonleitern, Bilder zweier Maler, ...) unterscheiden
und als solche erkennen (fir ,Sportler": Torwand- oder Elfmeter-SchieRen?). Emotionale Beteiligung
ist erreichbar durch konkrete Durchfiihrung eines solchen Tests, Spannung kann aufgebaut werden
durch vorherige Zuordnung der Schilerinnen und Schiler (ich glaube ich bin ,Schmecker) und spéate-
rem Vergleich mit dem Testausgang. Die mdglichen Fehler liegen dann auf der Hand:

e ,Schmecker-Plakette” zu unrecht erhalten
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e ,Schmecker-Plakette” wegen Pech nicht erhalten

Eine konkrete Diskussion dieser Fehler erfordert die Entwicklung einer ,Vergleichsverteilung”, die den
.Rater", (,Unkundigen", ,Zufallsschitzen", ...) charakterisiert. Die Erkenntnis tber Notwendigkeit und
Bedeutung dieser ,Vergleichsverteilung" bildet den Ausgangspunkt fir die Entwicklung der Binomial-
verteilung. Diese kann sodann durchaus stringent erarbeitet werden und ihre ,Kraft" bei der Lésung
des Ausgangsproblems direkt zeigen. Das klassische Vorgehen zur Erarbeitung der Binomialvertei-
lung ist bekannt. Man betrachtet das Baumdiagramm fir n=1, n=2, n=3, n=4,..., bestimmt die Pfad-
wahrscheinlichkeit fur einen Pfad mit k Treffern, fragt nach der Anzahl der Pfade, die auf k Treffer fiih-
ren und ,findet* die Binomialkoeffizienten. Wenn man das Einstiegsbeispiel ,klein genug" wahit (also
z. B. nur drei Cola-Sorten verwendet, vier Becher beliebig - auch mit Wiederholung - fiilllen und testen
lasst) und die Schilerinnen und Schiiler in Gruppen am konkreten Problem arbeiten lasst, dann kom-

men ,Strategiefragen® auf wie:
1. Wir wollen die ,Schmecker-Plakette* haben, notfalls mit Tricks. Wie sind unsere Chancen?

2. Wir wollen unser ,Qualitatssiegel" rigoros vergeben: Wo ,Schmecker" draufsteht, da soll auch
~.Schmecker" drin sein! Kann man uns hinters Licht filhren? Wie? Mit welcher Wahrscheinlichkeit

zeichnen wir einen ,Betriiger" aus? Was kénnten wir dagegen tun?

Weil Baumdiagramme und Pfadwahrscheinlichkeiten zur Verfligung stehen, werden nach unserer Er-
fahrung solche konkreten Fragestellungen in Gruppen von Schilerinnen und Schiilern behandelt und

gelost.

5.4.2 Vorschlag fur einen Unterrichtsgang, der die Rahmenrichtlinien abdeckt

1. Stunde

Vorstellung der Problemstellung, Schiilerinnen und Schiler ordnen sich ein (,Schmecker" ja/nein, Zet-
tel werden von der Lehrkraft einbehalten), Einteilung in Gruppen, Erlauterungen (ber die Durchfiih-
rung des Tests.

Vorschlag fir eine Klasse mit (mindestens) 28 Schilerinnen und Schilern: Vier Testgruppen zu je
sechs Personen, eine ,Behdrde" mit (mindestens) vier Personen. Die ,Behdrde" ist zustandig fur die
Vergabe der ,Schmecker-Plakette" - das dirfen ruhig richtige Buttons zum Anstecken sein! - und ent-
sendet in jede Testgruppe einen ,Prifer", der den Test durchfiihrt. Er benétigt je eine Flasche von drei
Sorten Cola, drei Plastikbecher fir die ,Probierphase”, vier nummerierte Plastikbecher fir den eigent-
lichen Test, sechs Strohhalme, sechs Testbégen und einen Umschlag (fir die ausgefiiliten Testbo-

gen). Zunachst erhalten die Probanden Gelegenheit, aus den drei gefiillten und gekennzeichneten
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.Probierbechern" zu kosten. Derwelil fullt der ,Behérdenmitarbeiter" die nummerierten Testbecher, wo-
bei er fir jeden der vier Becher frei eine der drei Sorten wahlen kann (im Extremfall in alle Becher die
gleiche Sorte), und protokolliert die Abflillung. In der eigentlichen Testphase probieren die Tester aus
den vier Bechern und fiillen ihren personlichen Testbogen aus. Diese Testbogen werden eingesam-
melt, in den Umschlag gesteckt und vom ,Behérdenmitarbeiter” (als Hausaufgabe) ausgewertet.

Hausaufgabe: Die ,Behdrdenmitarbeiter" werten die Testbdgen aus (noch ohne Vorgabe durch die
Lehrkraft). In der ndchsten Stunde soll in Gruppen die Frage untersucht werden, wer wann Anspruch

auf eine ,Schmecker-Plakette" erheben kann und wie dieser Anspruch begriindet werden kdnnte.

Ergénzung: Stundenprotokoll

2. Stunde

Der ,Behdrdenmitarbeiter" teilt seiner Testgruppe die Ergebnisse mit. Jede Testgruppe Uberlegt, wer
warum Anspruch auf eine ,Schmecker-Plakette" erheben will. Dieser Antrag ist mit Bezug auf das
Testergebnis schriftlich zu formulieren und am Ende der Stunde beim zusténdigen ,Behérdenmitarbei-
ter" einzureichen. Die ,Behdrdengruppe" Uberlegt, ab welcher Anzahl von ,Treffern" sie ihr ,Siegel"
vergeben will. Dazu verfasst sie eine ,Richtlinie zur Vergabe des Schmecker-Siegels", die am Ende
der Stunde den Testgruppen zugestellt wird. Die Lehrkraft sorgt dafiir, dass Antrage und Richtlinien

allen Schilerinnen und Schilern als Kopien zur Verfligung gestellt werden.

Hausaufgabe: Auseinandersetzung mit den Antragen auf Erteilung des ,Schmecker-Siegels" bzw. mit
der ,Richtlinie zur Vergabe des Schmecker-Siegels" zur Vorbereitung einer abschlielienden Diskussi-

on in der nachsten Stunde.

[Diese Stunde soll den Schilerinnen und Schilern die Moéglichkeit eréffnen, die entscheidende Idee
,Betrachtung eines Raters" selbst zu finden und dessen Chancen anhand eines Baumdiagramms zu
bestimmen. Die ,weiche" Hausaufgabe hat vorbereitende Funktion, die Konfrontation mit den ausge-
werteten Testbdgen soll die reale Situation der letzten Stunde ,wiederbeleben” und die Diskussion in
den Gruppen starten. Man kénnte natirlich im Verlauf der Stunde einzelnen Gruppen helfen, muss es
aber nicht. Selbst wenn nur sehr ,unvollkommene" Antrage auf eine Plakette gestellt werden - etwa:
ich habe eine verdient, weil ich in meiner Testgruppe die meisten Treffer habe -, kann damit in der 3.
Stunde weitergearbeitet werden. Dann ware es auch immer noch frih genug, den entscheidenden

Tipp - untersucht die Chancen eines ,Raters” auf eine Plakette - selbst zu geben.]
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3. Stunde

In dieser Stunde sind die ,Antrage” und die ,Richtlinien“ im Plenum zu diskutieren. Sollte bisher keine

der funf Gruppen den ,Rater" ins Visier genommen haben, wird dies jetzt von der Lehrkraft angeregt.

Ansonsten wird von den Schiulerinnen und Schiilern die ,Chancenverteilung" fir einen ,Rater” auf 0, 1,

2, 3, 4 Treffer ausgerechnet worden sein. Sie muss nur vorgestellt und fir alle gesichert werden.

Es ist moglich, dass auch noch ,Randprobleme" diskutiert werden missen (z. B. was ist zu tun, wenn

jemand nur die Original-Cola richtig erkannt hat, ...).

4
1
Ergebnis: Die Chance eines ,Raters" auf genau 4 ,Treffer" ist (5] , auf genau 3 Treffer

1 (2 1) (2) 1Y (2)
=1 -|=1|-4,aufgenau 2 Treffer | = | -| —| -6, aufgenau 1 Treffer | = | -| — | -4 und auf ge-
3 3 3 3 3 3
2 4
nau 0 Treffer (—j .
3

Je nach ,Harte" der ,Behdrde” wird man ab 3 oder fir 4 Treffer eine ,Plakette” beanspruchen kénnen.

Die Chance, die ,Behdrde” zu betriigen (also als ,Rater” eine ,Plakette” zu erhalten) ist klar.

4. Stunde

In dieser Stunde geht es darum, die ,Auswirkungen" der Entscheidungsregel (z. B. ,Schmecker-
Plakette" wird bei mindestens 3 richtigen Antworten verliehen) unter dem Gesichtspunkt der ,Trenn-
scharfe" bzw. ,Fairness" zu diskutieren. Einerseits soll sicher nicht jeder beliebige ,Rater" die begehrte
.Plakette” erhalten [diesen Aspekt hatten wir in der 3. Stunde beleuchtet], andererseits sollte aber ein

,echter Schmecker" seine verdiente ,Plakette” auch tatsachlich erhalten.

Leitfrage kdnnte sein: Der ,Rater" hatte die ,Trefferwahrscheinlichkeit" % ein ,echter Schmecker" hat

sicher eine groRere. Welche Trefferwahrscheinlichkeit (z. B. 80 %, 90 %, ... ) wollen wir einem ,echten
Schmecker" unterstellen und welche Chance hat er auf eine ,Plakette“? Wegen der relativ offenen
Fragestellung bietet sich hier auch wieder eine Gruppenarbeit an, besonders wenn man einen Bezug
zur vorherigen Einschatzung der Schilerinnen und Schiler herstellt. Gibt es (in eurer Gruppe) welche,
die sich als ,Rater" eingeschatzt hatten und jetzt eine ,Plakette” bekommen haben? Gibt es welche,
die sich als ,Schmecker" eingeschatzt hatten und jetzt doch keine ,Plakette“ bekommen haben? In-

haltlich geht es um die Festlegung einer Trefferwahrscheinlichkeit fir den ,Schmecker" (z. B. p=0,8,
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wir rechnen dann mit p=0,8 als dem ungunstigsten Fall!) und die Berechnung seiner Wahrscheinlich-

keitsverteilung. Die graphische Darstellung beider Verteilungen (fir den ,Rater" mit p=% und den

~Schmecker" mit p=0,8) in einem Diagramm erlaubt die Diskussion der Fehler und legt den (Hilfs-)-
Begriff der , Trennscharfe" nahe. Bei Gruppenarbeit werden wohl gegen Ende der Stunde verschiede-
ne Versionen fur die Trefferwahrscheinlichkeit eines ,Schmeckers" vorgestellt werden kénnen. Dabei
kénnte dann schon bemerkt und festgehalten werden, dass die Unterscheidung desto leichter fallt, je
weiter die Erfolgswahrscheinlichkeiten fur ,Rater" und ,Schmecker" tatsachlich auseinanderliegen.

Hinweis: Es bieten sich Moglichkeiten der Demonstration z. B. mit EXCEL an, siehe Literatur.

0,5 | 0.40 0,41 0,41

Ein wirklich guter ,Behérdenmitarbeiter* kann mit dem Test in der vorliegenden Form noch nicht zu-

frieden sein!

Hausaufgabe: Welche Verbesserungsmoglichkeiten gibt es, um ,Rater" von ,Schmeckern" besser

(,zuverlassig"?) unterscheiden und die ,Plakette” ,gerecht" vergeben zu kénnen?

5. Stunde

Die Schilerinnen und Schuler werden (entweder schon am Schluss der 4. Stunde, sonst in der
Hausaufgabe) erkannt haben, dass man die Anzahl der Testbecher erhéhen konnte (also z. B. 5 Be-
cher oder sogar 6 Becher ...) in der Hoffnung, dann ,genauer" unterscheiden zu kénnen, ob jemand
.Rater" oder ,Schmecker" ist. Es geht also in dieser Stunde inhaltlich darum, die Binomialverteilung
(die immer noch nicht so heilen muss) fir n=5 und n=6 zu berechnen. Diese Berechnung ist hier nicht
~oelbstzweck”, sondern notwendig um den Test (hoffentlich!) ,genauer" zu machen. Das ,Hochhan-
geln" von Stufe zu Stufe kann noch anhand eines Baumdiagramms erfolgen, wobei sicher bemerkt

wird, dass die Wahrscheinlichkeiten fir Pfade mit z. B. genau 3 Treffern alle die Wahrscheinlichkeit
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p3 -(1-p) "3 haben (evtl. sogar schon fiir k Treffer? Sonst erst spater, also in der 6. Stunde). Die-

ses Ergebnis ist unbedingt festzuhalten, weil es begriindet, dass jetzt ,nur noch" die Anzahl eben die-
ser Pfade bestimmt werden muss. Dies ist gewissermafien nur noch eine ,rechentechnische Schwie-

rigkeit". In dieser Stunde werden die konkreten Verteilungen fiir n=5 und n=6 berechnet, jeweils fir

p=% und p=0,8 (und/oder 0,9) gezeichnet und verglichen. Damit ist jedenfalls unsere Hoffnung besta-

tigt, dass durch VergréRerung des Stichprobenumfangs n die ,Trennscharfe" des Alternativtests ge-
steigert wird. Dies ist als Ergebnis festzuhalten und schlie3t unser ,Einstiegsproblem" zunachst ab.

Hinweis: Mit Excel (oder auch GTR) lassen sich die Verteilungen sehr leicht (auch von Schilerinnen
und Schilern) erzeugen, variieren, vergleichen ... . Falls in dieser Stunde von den Schilerinnen und
Schiilern die Verallgemeinerung auf k Treffer bei n Versuchen angesprochen werden sollte, kdnnte

auch die Formel der Binomialverteilung schon in Angriff genommen werden. Sonst in der 6. Stunde!

6. Stunde

Im Mittelpunkt dieser Stunde steht (erst jetzt!) die Formel fur die Binomialverteilung. Die konkreten

VorlUberlegungen machen klar, dass die Wahrscheinlichkeiten fir die einzelnen Pfade mit jeweils k
Treffern gleich groB sind: p* - (1— p)" . Die ,rechentechnische Schwierigkeit" besteht nur noch dar-

in, die Anzahl dieser Pfade zu bestimmen. Die einfachste (aber noch zulassige?) Lésung besteht dar-
in, diese Zahlen einfach einer Tabelle oder auch dem GTR zu entnehmen (Black Box). Man kénnte
durch stufenweisen Aufbau (1 Becher, 2 Becher, 3 Becher, 4 Becher,...) die Anzahlen nacheinander
bestimmen lassen und so auf das Pascal’sche Dreieck kommen (,unvollstandige Induktion"). Wenn
klar ist, dass man die Anzahl dieser Pfade ,im Prinzip fur jedes n und k berechnen kann" und das
Problem nur darin besteht, dass es lastig ist, etwa die 37. Reihe des Pascal-Dreiecks aufzuschreiben,
halten wir es fur legitim, darauf hinzuweisen, dass es diese Zahlen auch in alten Tabellenwerken bzw.

in modernen Taschenrechnern abrufbar gibt. Insoweit darf der Taschenrechner als ,Black-Box" ver-
e n

wendet werden, wie friher eine entsprechende Tabelle auch. Wir schlagen vor, K stets nur als

.k aus n" zu lesen, denn es ist ja gerade die Anzahl der Méglichkeiten k aus n Elementen auszuwah-
. - . . n e

len. Wenn man unbedingt mdchte, kann man versuchen, die Formel fur K auch zu begriinden oder

sogar zu entwickeln, gefordert ist es nicht! Ein Abgleiten in die Kombinatorik oder auch in die Algeb-
ra (reizvoller Bezug zur Formel (p+()"= ...) wiirde den Fokus von der Stochastik weglenken und die

Zeit rauben, die in der ,zweiten Phase" (Ubungen, Vertiefungen,... etwa ab der 7. Unterrichtsstunde)
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besser fur stochastische Fragen verwendet werden sollte. Am Ende wird jedenfalls die Formel

n
B, p(K) = pk -(1- p)”‘k (kJ mitsamt der Bezeichnungen (,Binomialverteilung", ,Binomialkoeffizient")

vorhanden sein und sicher auch zur Berechnung einiger klassischer Aufgaben (z. B. Lambacher-
Schweizer, Band 10, Seite 198; Elemente, Band 10, Seite 253 oder ahnliche) verwendet werden

(Hausaufgaben, Ubungs- und Vertiefungsstunde).

Anmerkung: Wir halten die Verwendung eines ,Sprachelements” Bn’p-VerteiIung fur zweckmaRig, um

Zusammenhange und Erkenntnisse leichter formulieren zu konnen (z. B. sind eine B ;- und ei-
4,
3

ne B,,, g -Verteilung nicht so gut zu trennen wie eine B | - und eine B, 4-Verteilung ...).
0, 4 0,

'3

7.-16. Stunde: Ubungen und Vertiefungen

Bemerkung: Mit den hier vorgestellten Stunden 1 bis 6 sind die verbindlichen Inhalte der Rahmenricht-
linien erfullt (Ausnahme: Verknlpfung zu Sierpinski-Dreiecken), obwohl naturlich bei jedem Kollegen
noch viele Wiinsche offen bleiben. Sicher notwendig ist zunachst noch die Scharfung der Begriffe
.Bernoulli-Kette" und ,Alternativtest". Zu entscheiden ist jeweils, ob eine Bernoulli-Kette vorliegt, ob
also auf jeder Stufe nur zwei Ausfalle ,Treffer" bzw. ,Niete" auftreten und die entsprechenden Wahr-
scheinlichkeiten auf jeder Stufe unverandert sind. Die Vereinfachung von Baumen durch Zusammen-
fassung von Asten (Wirfeln!) ist zu besprechen. Zu entscheiden ist bei Tests, ob (iberhaupt ein Alter-
nativtest vorliegt, ob also genau zwei (unvereinbare) Hypothesen vorhanden sind, von denen genau

eine garantiert wahr ist. Ubungen und Vertiefungen halten wir in folgenden Bereichen fiir sinnvoll:
1. Zur Binomialverteilung:

Sicherheit redundanter Systeme (z. B. Ventile fir gleiche Aufgaben im Kraftwerk, von denen we-

nigstens eines funktionieren muss).

Qualitatskontrollen (einer Lieferung wird eine Stichprobe entnommen; ihre Zusammensetzung gibt

den Ausschlag fiir die Entscheidung dartiber, ob die Lieferung angenommen wird oder nicht)

Prognosen (unter 100 Menschen ist im Durchschnitt 1 Mensch farbenblind; wie grof3 ist die Wahr-

scheinlichkeit, dass in einer Klasse von 30 Schilern 2 oder mehr farbenblind sind?)

Zu Alternativtests (welche Fehler treten auf, welche Bedeutung haben sie?)

~oonstiges": Galton-Brett, Orientierung in New York, Simulationen mit GTR oder Excel
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5.4.3 Literatur

[11 Riemer, W.: Geschmackstests - spannende und verbindende Experimente. In: Mathematik lehren,
Heft 85.

[2] Excel-Arbeitsblatter zur Binomialverteilung - und vielen anderen Themen - finden sich auf einer
CD, die Herr von Pape erstellt hat.

5.4.4 Kontakt

Rainer Kohrt rkohrt@aol.com
Klaus Peter Roettger Klaus-Peter.Roettger@t-online.de
Bodo von Pape Bodo@vonPape.de
Werner Fleischhauer werner.fleischhauer@t-online.de
Christoph Doenges Christoph.Doenges@t-online.de

5.4.5 Kopiervorlage
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Anleitung zur praktischen Durchfiihrung des Tests (fur den ,,Behdrdenmitarbeiter”)

Du bist Mitarbeiter der Behorde, die fiir die Verleihung der ,Schmecker-Plakette® zustandig ist. Es ist

deine Aufgabe, eine Gruppe von Mitschilerinnen/Mitschilern darauf zu testen, ob sie die ,Schmecker-

Plakette“ verdienen oder nicht. Dazu fihrst du einen Geschmackstest durch.

Zu deiner Ausrustung gehdren:

je eine Flasche mit drei verschiedenen Sorten Cola

drei ,Probierbecher” und vier nummerierte , Testbecher*

ein Protokollblatt fir die Befillung der ,Testbecher* und ein Briefumschlag
fur jeden Testkandidaten ein Strohhalm

fur jeden Testkandidaten ein ,Stimmzettel*

Und so gehst du vor:

1.
2.

Jeder Testkandidat bekommt einen Strohhalm und seinen ,Stimmzettel“.

Du fullst in jeden der drei ,Probierbecher” vor aller Augen eine Sorte Cola. Die Testkandidaten
durfen (wenn sie wollen auch mehrfach) probieren, um ihren Geschmack zu ,schulen®.

Du flllst (geheim!) die vier ,Testbecher”. Dabei darfst du fir jeden Becher die Sorte frei aussu-
chen, im Extremfall z. B. fir jeden Becher die gleiche Sorte. Auf dem ,Protokollblatt” schreibst du
auf, welche Sorte du in welchen Becher gefiillt hast. Das ausgefiilite Protokollblatt kommt schon
mal in den Briefumschlag; spater kommen die ausgefiillten ,Stimmzettel* dazu.

Die ,Probierbecher kommen weg. Die Testkandidaten dirfen jetzt aus den ,Testbechern® probie-
ren (wenn sie moéchten auch mehrmals) und missen ihre ,Stimmzettel* ausfillen.

Die ausgefillten ,Stimmzettel* kommen in den Briefumschlag. Du nimmst ihn mit nach Hause, um
das Testergebnis festzustellen.

Protokollbogen bzw. , Stimmzettel* fiir den Geschmackstest

Name des ,Behordenmitarbeiters” bzw. Testkandidaten:

In Becher Nr. 1 wurde gefullt:

In Becher Nr. 2 wurde gefullt:

In Becher Nr. 3 wurde gefillt:

In Becher Nr. 4 wurde geflllt:
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